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DEL A

1. Lat funktionen f ha definitionsmédngden D; =0, co[ och ges av

flz) =
(a) Finn f:s invers f!. 2p)
(b) Finn inversens virdeméngd V1. (1p)
(c) Finn inversens definitionsméngd D-1. 1p)

Losningsforslag.

(@ y=f(x) e z=f"y),sa f! f&s om man "16ser ut” z ur y = f(z).
y:exT_l@lnyz%zl—%@%zl—lny@x:
f_l(ﬂf) - 1—}nx'

(b) Inversens virdemingd &r funktionens definitionsmangd, sa V-1 = Dy =0, co|.

(c) Inversens definitionsméngd &r funktionens virdeméngd, Dy-1 = V; och
z €]0,00[& L €]0,00[< 1 — 1 €] — 00, 1[ e!7F €]0,¢[, 53 V; =)0, e[= Dy
(Man kan alternativt visa att f'(x) > 0 d& z > 0 och att lim,_o f(z) = 0 och lim; 00 f(x) = €.)

1 o
Ty Sa (byt x och y)

Svar.
(a) Inversfunktionen dr f~'(x) = ﬁ
(b) inversens viardeméngd dr V-1 =0, oo,
(c) inversens definitionsméngd dr D;-1 =]0, e/.
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2. Bestdm arean av det omrade i forsta kvadranten (dvs dédr x > 0 och y > 0) som begrinsas
av kurvan y = /x, x-axeln och linjen y = = — 2. 4p)
Losningsforslag. Skirningen mellan y = \/rochy = x —2gesav/x =2 —2 = x =
(z—2?=2"-de+4 2> -br+4=0&0=24,/(3)2—4=4,1, men

kvadreringen gav en falsk rot (z = 1 ger /1 =1# 1 —2 = —1) och bara = 4 ger en
skdrningspunkt (z = 4 ger /4 =2 = 4 — 2).

Eftersom omrédet (se fig.) for 0 < x < 2gesav0 <y < /x
och for2 <z <4av2—ux <y <./rirden sokta arean

fo \/_dx+f2 —(z— )d$=f04\/5d:p—f24(x—2)dm: 7‘ 2

4
[gmh— [7—2 L:§-8—0—(§—8—(§—4)):13_0
a.e. (areaenheter).

Lite enklare ridkningar fir man om man noterar att omradet kan beskrivas av > < z <
y+ 2, 0 <y < 2. Arean kan da fas genom att integrera i y-led:

2
2 3
Sy +2— ) dy = [%Hy—%}o:g%—g—ozg—o.

Svar. Den sokta arean dr 2 a.e.
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3. Vi betraktar en halvcirkel med radie R och motsvarande diameter (mellan halvcirkelns

dndpunkter).
En rektangel har tva horn pa halvcirkeln och de andra tva hornen pa diametern. Vilken dr
den maximala area rektangeln kan ha? 4 p)

Losningsforslag. Om vi kallar (se fig.) rektangelns sida ldngs diametern for 2z, blir den

andra sidan v/ R? — z2.

Rektangelns area blir A(z) = 2zv R? — 22, dér

0<z<R. o R

For att finna den maximala arean deriverar vi

och far Y

A/<I’) = 2\/ R2 — .732 + 2.T . 2—% = X X
T (R — ot = %) = g (R? = 20%)

For att forsdkra oss om att derivatans enda nollstélle T 0 \%R R
i A:s definitionsméngd, © = \/%R, svarar mot det A(z) N 0 —

storsta vardet studerar vi en teckentabell:

Alz) [0 2~ R? N\, O
Vi ser att areans maximala virde dr R2, som fas da = = \/%R (och de bada sidorna v2R
och \%R).

Alternativt kan man infora vinkeln v i figuren. Da blir rektangelns sidor 2R cosv och
Rsinw, s dess area 2R cosv - Rsinv = R?sin(2v), som tydligen 4r maximal = R? da
20=1ZI,

2

Svar. Den maximala arean iar R2.
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DEL B

4. Finn alla y(z) som uppfyller (4 p)

y" +y' =2sinuzx,
y(0) =0, y'(0) = =3.
Losningsforslag. For att finna vy, den allmidnna 16sningen till den homogena ekvationen,
loser vi den karakteristiska ekvationen 72 +r = O och far 7y = 0, 7, = —1.
Det ger y,(z) = Cy + Coe™*, didr Cy och Cy dr godtyckliga konstanter. ‘
For att finna en partikulérlosning v, betraktar vi den komplexa ekvationen u” +u’ = 2e'*.
Om u(z) 16ser den, 16ser dess imaginidrdel, Im u, den givna ekvationen.

Ansatsen u(z) = Ae™ ger i ekvationen: (i*A + iA)e'” = 2™, 58 A = 2= = 2(7214) =
—1 — 4 ger en 18sning u,(z) = (=1 — )¢ = (=1 —i)(cosx + isinx) = —cosx +
sinz 4 i(—cosx —sinx), sa y,(z) = — cosx — sin x. (Alternativt kan man géra ansatsen
y(x) = acosx + bsinx, sitta in i den reella ekvationen och fd att a = b = —1 ger en
16sning.

Vi har alltsa funnit den allménna l6sningen till den givna ekvationen: y(z) = y, + vy, =
Cy + Coe™™ — cosz — sinx. Den ger 3/ (r) = —Che™® + sinx — cos x. Konstanterna C

och (5 bestdms av bivillkoren enligt y(0) = C; + Cy — 1 =0, y/(0) = —Cy — 1 = =3,
som ger C; = —1, Cy = 2.
Den enda 16sningen till problemet ér alltsd y(z) = —1 + 2e™* — cosx — sin .

Svar. Den enda l6sningen till problemet dr y(z) = —1 4+ 2e* — cosx — sin .
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5. (a) Finn Maclaurinutvecklingarna av ordning sex till f(z) = cos(z®) och g(z) = €***
Resttermen far ges pa svag form, dvs sa att bara felets storleksordning framgar.

(2 p)
(b) Berikna griansvirdet 2p)

. cos(z3) —1
Losningsforslag.

(a) Den kiinda utvecklingen cost = 1 — & +#*- B, (t) ger cos(2®) = 1 — & +2'%. B(x).
Pss.gere! = L+t + 50 + 8 41 Cy(t) att €2’ = 142202 + 22 4 82° 4 48 O() =
1+ 222 4 22 + 325 + 2% - C(a).
Hir dr, som vanligt, By (t), C;(t) begransade funktioner i en omgivning till ¢ = 0 och
B(z), C(x) begrinsade i en omgivning av 2 = 0.

(b) cos(z®)—1 = —1254+2'2-B(z) och (** —1)* = (222 +2*-D(x))? = 82 +2% E(x),
ddr D(z), E(x) ocksa dr begrinsade i en omgivning till z = 0.

cos(z3)—1 — lim o —%$6+$12.B(;r) _%4_3;6.3(@ . _% 1
x

(22 _1)3 8a0+a8 E(z) -

Det ger llmz_>0 8+:E2—E(w) =3 ~ 16

limz—>0

Svar.
(a) cos(z®) = 1 — 228 + 212 B(z), € = 1+ 22% + 22 + 225 + 2% - C(a), dar
B(z), C(z) &r begriansade i en omgivning till z = 0.

(b) Griinsvirdet dr —-.
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6. Betrakta den rotationskropp K som bildas da det begridnsade omrade i planet som omsluts
av z-axeln, kurvan y = ze™ och linjen x = 2 roteras kring y-axeln.
(a) Stéll upp en integral vars virde ger K:s volym och motivera varfor den gor det.

2p)
(b) Berikna K':s volym. 2p)

Losningsforslag.

(a)

Lat f(z) = ze™*" (se fig. till hoger).

Om rotationskroppen delas upp 1 “ror” med radie x, hojd
f(z) och (den lilla) tjockleken Az far de volymen AV ~
2nx - f(x) - Az, med ett relativt fel som — 0 da Az — 0.
Den totala volymen av kroppen &dr summan av dessa for
olika z-viarden och da Ax — 0 gir den mot integralen
27 f02 rf(r)de =2m f02 z2e " du.

dt =3x%dx v=0=1t=0
ot fos %e*t dt = 2?” [—e*t]g = 2?”(1 — e7?) v.e. (volymsenheter).

_ .3 _ _
(b) Integralen i (a) ger volymen 27 f02 22e™ " dx = [ t=u r=2=1=8 ]

Svar.
(a) Volymen ges av integralen 27 f02 22~ dx, motiverad i l6sningen,
(b) den ir 2 (1 — e ®) vee.
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DEL C

7. Bevisa satsen:
Om en funktion f dr deriverbar i punkten z dr den ocksa kontinuerlig dar. 4p)

Losningsforslag. Att f dr kontinuerlig i punkten x( betyder enligt definitionen av kontinuitet
att lim,_,,, f(x) = f(zo), dvs att lim, ., (f(z) — f(xo)) = 0. Att f dr deriverbar i
punkten z, betyder p.s.s. enligt definitionen av derivata att lim,_,,, %ﬁ;g”go) = f(x0)
existerar (som ett egentligt, dvs dndligt, grinsvirde).

Om vi antar att f &r deriverbar i punkten x, ger satsen om grinsvirdet av en produkt
(och att lim,_,,,(z — x¢) = 0, vilket f6ljer av att funktionen x &r kontinuerlig (eller fran
ed-definitionen av grinsvirde, med § = €):

Jim (f (@) = f(20)) = m%(f (32 - i(x) (x — o)) =
=ty I o) = ) 00

Dirmed ér det visat att deriverbarhet 1 £ medfor kontinuitet 1 zo, saken ar klar.

Svar. (Se losningen.)
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8. En sfirisk behallare med radie R m fylls med vatten i en takt av v m® per minut.
Hur snabbt, dvs med hur manga meter per minut, stiger vattenytan vid den tidpunkt da
vattennivén dr £ m (6ver behallarens ligsta punkt)? 4 p)

Losningsforslag. D& vattennivan dr £ m #r vattenytan 3£ m fran sfirens centrum. Med
2 4

Pytagoras sats fir man att den cirkuldra vattenytans radie 4r |/ R? — (2£)2 = @ m.

Under (den korta) tiden At éndras da vattennivan med Ah m, dir vAt = w(@PAh (vo-

lymséndringen uttryckt pa tva sitt), som vanligt med ett relativt fel som — 0 da At — 0.
/ I Ah __ v _ _l6v .
Det ger h'(t) = lima;o0 37 = TR T i m per minut.

Alternativt kan man berikna volymen av vattnet som funktion av nivén h, V(h) = 7 |, Oh (R*—
(R—y))dy=...=7n(Rh? - %3) D4 ger (kedjeregeln) v = 4 = V’(h) - K'(t) samma
I (t) som ovan (d& h = ).

16v
TrR?2

Svar. Vattenytan stiger vid den aktuella tidpunkten med hastigheten m per minut.
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9. (a) VisaattIn(l +2) < x forallaz > 0. (1p)
(b) Avgodr om serien

Z In(1 + ne™™)
n=1

ar konvergent eller divergent. 3p

Losningsforslag.

(a) Lat f(z) = In(1 + ) — 2. Vivill visa att f(z) < 0 for alla z > 0.
flle) = 7= —1= 1% < 0diz > 0. Eftersom f(0) = In1 -0 = 0 ger me-
delvirdessatsen for z > 0 att f(z) = f(x) — f(0) = f'({)(x — 0), ddr 0 < £ < x.
f(&)x <0,sa f(xr) < 0omz > 0, saken &r Klar.
I stéllet for att anvinda medelvirdessatsen kan man forstas utnyttja att om f'(z) < 01
ett intervall dr f stringt avtagande dér, sa pastaendet foljer av att f(0) =In1—0 = 0.

(b) Eftersom 0 < In(1 +ne‘"2) < ne™ (den andra olikheten enligt (a)) ricker det enligt
kiind sats om jimfGrelse av positiva serier att visa att Y~ ne~"" ir konvergent.
Lat f(t) = te . Dadr f/(t) = e + t(=2t)e " = (1 — 2t2)e ", som ir < 0
for alla ¢t > 1, sa f(t) dr avtagande for t > 1 och eftersom den ocksa dr > 0 kan vi
anvinda Cauchys integralkriterium for konvergens av serien.
fIX te ' dt = [—%e‘tﬂf = —%6_X2 + 5+ = 5 dd X — oo.
J° f(t) dt ir alltsd konvergent och enligt Cauchys integralkriterium dr >, f(n)
och ddarmed den givna serien ocksa det. Saken ir klar.

Svar. (Se 1osningen)




