Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

2.

Losningsforslag till 5B1148 Flervariabelanalys for E1,
07-03—-13, kl. 14.00-19.00.
Inga hjalpmedel.

Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dér ¢ = 1,2,3,4) far
automatiskt full poang pa tal i.

Betygsgranser: 14-18 poang ger betyget 3, 19-24 poang ger betyget 4,
och 25-28 poang ger betyget 5.

Om du har fatt 13 podng sa har du mojlighet att gora en komplette-
ringstentamen. Kontakta Olle i sa fall.

. Genom wvarje punkt (x,y) # (0,0) i xy-planet gar en nivakurva till

funktionen f(x,y) = zy och en nivakurva till funktionen g(x,y) =
x? — y?. Bestam vinkeln ¢(x,y) mellan dessa bada nivikurvor.  (3p)

Lo6sning: Vinkeln mellan nivakurvorna &r lika med vinkeln mellan
kurvornas normaler, och de senare ges av grad(f) respektive grad(g).
Sa

grad f = (y,z) och gradg = (2z,—2y) =

grad f - grad g = 22y — 20y = 0 = vinkeln = 7/2.

(a) Lat F(x,y,z) vara en funktion som dr kontinuerligt deriverbar i
hela R3. En kind sats sdger att om

OF

E(aa b7 C) 7é 07

sa kan man l0sa ut z som en funktion av x och y ur ekvationen
F(z,y,z) =0 i en dppen omgivning av (a,b,c):

F(z,y,2) =0 <= z=2z(x,y) di (x,y,2)~ (a,b,c).
Visa att i sa fall ar

Oz  OF[/0x 0z  OF/0y

dx  OF/9z 9y  OF[dz

(2p)



(b) Avgor var i R® som man kan losa ut z ur ekvationen
22z +y?2% —day — 22 =0,

samt berdkna sedan 0z/0x och 0z/0y i detta omrade. (1p)

Losning;:

(a) Om z = z(z,y) sa ar

I de punkter dar 0F/0z # 0 fas

_OF/0x
0F/0z

OF /0y

dz = T 9F/02

dx dy.

Jamforelse med dz ovan visar att

0z OF/0x 0z OF /0y
— = och — =— .
Oz OF [0z oy 0F/0z

(b)
2 2 2 3 OF 2 2 2
F=zx24+y2" —day — 2z :>a—:x + 2yz® — 327,
z

som vi kraver ska vara # 0. I sa fall ar

0z OF/0x 2x244y
Or  OF/0z a2+ 2%z — 322’
dz  0F/oy —2y2?% + 4x

gy OFJ/0z 2%+ 2y’z— 322
3. Lat 0 < a < b. Berdkna massan av det ihaliga klotet

K ={(z,y,2) € R¥: a® < 2? +9* + 2* < b*},



om densiteten ges av

(,9,2) G
P\, Y,2) = .
Va?+y? + 22

Losning: Uttryckt i sfariska koordinater blir massan lika med

b s 21 5
m:/ / / = . rsin O drdfde
r=a Jo=0Jg¢=0T
T b
:5-27T-/ sin@d@-/ rdr
0 a

2

b
=107 - [—cos@]g~ {%]

(3p)

a

1
107 -2 - 5(b2 —a®) = 107 (b* — a?).

4. Kurvan v gar raka vdgen fran (0,0) till (1,0), darifran raka vigen till
(0,1), och till slut raka vigen fran (0,1) till (0,0). Berdkna kurvinte-
gralen

I= jl{(a:Q +y?) dx + (z + 2) dy. (3p)

Losning: Antingen kan man berdkna I genom att parametrisera tri-
angelns tre sidor, eller ocksa anvander man Green: om D = triangeln

med horn i (0,0), (1,0) och (0,1), sa &r

I:/ngax+%—§aﬁ+yﬁdm@
://D(l—Qy)d:pdy:/yio(l—Zy)- (/;;ydm) dy

:/O(1—2y)(1—y)dy=/0(1—3y+2y2)dy

B 32+231_1 3,2 _6-9+4 1
YT TEY ], T 23T T T 6

5. Vi soker rotationssymmetriska losningar till Laplaces ekvation
Pu u



det vill saga losningar av formen

w(z,y) = f(r), dar r=+/a?2+y>#0.

(a) Harled den ordindra differentailekvation som lésningen f(r) upp-

fyller. (3p)
(b) Visa att differentialekvationen for f(r) dr ekvivalent med

d , B .
%(r-f(r))—o da r#0,

och bestdm sedan den allmdnna losningen. (1p)
Losning: (a)

or 0

1 2z
5 = o5 (@ +y)"7) S ey
%—f’(r)-% och
82 iz 2 / !
s =0 (2) 0 =)
1 z? / y2,
=10 G ) s
pa samma sitt fas
92 § 2 2
g =) )
Tillsammans ger detta
52 52 ., 242 2y 42
Oza—;;Jra—;;:f (r)- = r2y + )2 Tgx
1
= )+ 1)
(b)
d / / " " ]' !
g fir)) = fir) o frr) = () + 2 f(r) =0
= r-fllr)=A < f’(r)zé <~ f(r)=Alnr+ B.



6. Lat K vara den kropp i R som definieras av olikheterna

0<z+y<2
1<+ 2<2,
1<y+2z<2.

Berakna integralen

I:/XLCV££5+@¢MW& (4p)

Losning: Har ar det upplagt for att gora variabeltransformationen

u=x+y,
V=2 + 2,
w=y-+2z,

med funktionaldeterminanten

1 10
d(u,v,w): 10 1l=—1-1=_9
d(x7ya Z) 01 1
Déarmed blir
d(x,y, 2) 1 1
—_— = = h  dxdydz = —dudvdw.
(v, w) 5 oc rdydz 5 udvdw

Sa

2 2 2
]:1/ / / idudvdw
2 u=0 Jov=1 Jw=1 VW
1 /2 2 4 2 4 1 272
:—/ udu-/ . w_ L '[lnv]Q-[lnw}z
2 Jo v w202, 1 1

2-In2-In2 = (In2)%

N | —

7. Lat K wvara den dndliga kropp i R® som begrinsas av rotationsparabo-
loiderna
z=x+y* och z=1-— (2> + 9.

5



Berdkna integralen

1= [[] = dwaya- (4p)

Losning: Med r? = 22 + y? giller foljande pa ytornas skirningskurva:
2 2 2 1
z=r"=1-r"=22r=1=r=—.
V2

Uttryckt i cylinderkoordinater blir darfér integralen lika med

1/V2  p2m 1—r2
I = / / / zdz | rdrdg
r=0 =0 z=r2
1

1/v2
27 - — - /o (1 =72 = (D rdr

2

1/V2 1/V2
7T~/ (1—27“2)7“d7“:7r-/ (r —2r%) dr
0 0

P2 V2 T
= 77 - —_—— — —_— — . —_— = = —.
2 2|, 2 \271)7%

8. En partikel som paverkas av kraften

F(z,y) = 2eye” ¥ (1 +y)e” ¥ + 2y)

ror sig moturs langs ellipsen
22 P
IR
fran (0,2) till (1,0). Berdkna det arbete som kraften utrdttar. (4p)

Losning: Vi soker forst en potentialfunktion U, som alltsa uppfyller
F = grad U, det vill saga

oU

oo =2aye” T,

oU

oy~ 1+Y) e+ 2y,



Den forsta ekvationen visar att
U o y . 6z2+y _I_ g(y)’
dar g(y) ar en godtycklig deriverbar funktion av y. Detta ger att

oU

ET Loe™ Wty e™ W g(y) = (L+y)- e+ gy),

varefter jamforelse med den andra ekvationen leder till att

Jy) =2y <= gly) =y’ +C.
Sa .
U=y-e" " +y*+C,
och det sokta arbetet blir lika med

(1,0) (1,0) (1,0)
A= F-dr:/ gradU-dr:/ dU
(0,2) (0,2) (0,2)

=U(1,0) = U(0,2) = C — (26> + 4+ C) = —2e* — 4.



