Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Losningsforslag till 5B1148 Flervariabelanalys for E1,
07-06-07, kl. 8.00-13.00.

e Inga hjalpmedel.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dér i = 1,2,3,4) far
automatiskt full podng pa tal 7.

e Betygsgrinser: 14-18 poang ger betyget 3, 19-24 poang ger betyget 4,
och 25-28 poang ger betyget 5.

e Om du har fatt 13 poédng sa har du maojlighet att gora en komplette-
ringstentamen. Kontakta Olle i sa fall.

1. Visa att funktionen

oy J Qe =5y)In@® 4y da (2,y) # (0,0),
fry) {0 dé (2,) = (0,0),

ar kontinuerlig i origo. (3p)
Losning: Vi anvander ekvivalensen

(z,y) = (0,0) <= r=+va2+y2—0.
Sa vi skriver f som

f = (2rcos ¢ — 5rsin @) - In(r?)
=2rlnr-(2cos¢ —5sing) dar #0.

Enligt I’'Hospitals regel ar

1 "o " —1
limrlnr = lim — = = = lim = lim(—r) =0,
r—0 r—0 1 00 =0 —r—2 10
varfor
lim f=1limf=0= f(0,0) = f &r kontinuerlig i (0, 0).
(z,y)—(0,0) r—0



2. Bestam alla lokala mazima och minima for funktionen
f(z,y) = 2° + 32 + day + y*. (3p)
Losning: Stationidra punkterna fas ur systemet
{0 = 0f/0x = 3x% + 61 + 4y,
0=0f/0y =4x + 2y.

Andra ekvationen visar att y = —2x; insattning av detta i den forsta
ekvationen ger sedan att

0

0
0=32>+6x—8r=x(3z—2) = == ==y =
2/3 —4/3.

Sa (0,0) och (2/3,—4/3) &r stationdra. Andraderivatorna ges av
fra =061+6, fy, =4 f,==2

y vy
I(0,0) ar f” " —(f - —4,sa (0.0) ar en sadelpunkt. 1 (2/3,—4/3
zxdyy y
dr f=10>0och fI, f — (f2)" =4 >0, si att (2/3, —4/3) ir ett
lokalt minimum.

3. Berdkna funktionen

F(a):/:()(/y;\/%yzdy) dx

dé a > 0. (3p)

Losning: Genom att RITA EN FIGUR inser man att man kan kasta
om integrationsordningen och fa foljande integrationsgréanser:

F(a) = /yao (/:0 ﬁm) dy.

Héar ar den inre integralen lika med

[ /22 _{_yz} Z = /22 — Y2 = (\/5— 1)y, eftersom y > 0.

Déarmed blir

r=

r=

F(a) = (ﬁ—l)/oaydy: \/52_1a2.



4. Bestam det storsta och det minsta vardet som funktionen

flay)=2"—ay+y’
antar pa den slutna cirkelskivan {(x,y) € R?*: 2 + y* < 4}. (3p)

Losning: Vi behandlar det inre for sig, och randen for sig.
INRE PUNKTER: De stationara punkterna ges av

0=0f/0x =2x —y = y = 2z,

0=0f/0y=—2x+4+2y=3r—=2=0=—=y=0
= (0,0) ar den enda stationdra punkten. Och f(0,0) = 0.
RANDEN: Pa randen ar x = 2cos ¢ och y = 2sin ¢, sa

f = 4cos®¢ — 4 cos ¢ sin ¢ + 4sin’p = 4 — 2sin 2.

Storsta vardet blir darfor 4 + 2 = 6 da sin2¢ = —1, och det minsta
4—2=2dasin2¢ =1

SVAR: Storsta virdet = 6, minsta = 0.

5. Lat f(t) och g(t) vara funktioner som har kontinuerliga andraderivator,
men som i ovrigt ar godtyckliga. Visa att

u(z,y) = flz+e’) +g(z — )
ar en losning till den partiella differentialekvationen

*u  0%u ou

yZ -2 T 4
Ox? 8y2+8y 0 (4p)
Losning:
oL Pt g,
2
% = f"(z +e") +g"(x €,
U Pt fa ) e,
Y
a2u " Yy 2y / Yy Y " Y 2y / Yy Y
a—yz:f(aﬂ—e)-e +flz+e) e +g"(x—e¥) e —g'(x—e) e,



Déarmed Overgar ekvationen i
(" g —f e —f e —g e g e f eV —g Y =0,
. Kurvan ~ definieras som skdarningen mella ytorna
F=2—9y"—2>4+1=0
och
G=2>+2* +32-6=0.

Verifiera forst att punkten (1,1,1) ligger pa v, och bestim sedan ekva-

tionen for ~’s tangentlinje i denna punkt. (4p)

Loésning: F(1,1,1) =0, G(1,1,1) = 0 = (1,1,1) € v. Tangentens

riktningsderivata ar en multipel av grad F'(1,1,1) x grad G(1,1,1), dar
grad F' = 2(z, —y, —2z) = grad F'(1,1,1) = 2(1, -1, 1),
grad G = 2(z,2y,32z) = grad G(1,1,1) = 2(1, 2, 3).

Eftersom

e, e, e,
(1,-1,-1)x (1,2,3) = |1 —1 —1|=(—1,-4,3)
1 2 3

kan vi ta (1,4,—3) som tangentens riktningsvektor, och da ges tan-
gentlinjen av

(x,y,2) = (1,1,1) +t-(1,4,-3), —oo<t< 0.

. Lat P wara parallellogrammen med hornpunkter i (0,0), (1,2), (4,1)
och (3, —1). Berdkna integralen

I= // (2% + By — 3y2)e(2’3_y)2 dxzdy.
P

Ledning: Variabeltransformation! (4p)

Losning: Linjen genom (0,0) och (1,2) har ekvationen y = 2z <=
2z —y = 0; linjen genom (3, —1) och (4,1) har ekvationen y + 1 =

4



2(x —3) <= 2z —y =7, linjen genom (0,0) och (3,—1) har ekva-
tionen y = —1/3z <= 2 + 3y = 0; linjen genom (1,2) och (4,1)
har ekvationen y —2 = —1/3(z — 1) <= =z + 3y = 7. Sa under
variabeltransformationen

u=2r—y,

v=21x+ 3y

overgar parallellogrammen P i kvadraten K definierad av 0 < u < 7
och 0 < v <7 — en klar férenkling! Nu ar

(9)-63)0) = ()-63) ¢
B % (—31 é) (Z) ’

z=1(3u+v),
Y= %(—U + 2U)7

sa

vilket ger funktionaldeterminanten

x,y) |3/7 1/7] _6+1 1
'—1/7 2/7’ 49

49 7

och darmed blir )
de dy = = du dv.

Vidare ar

1
227 + by — 3y® = E(2(3u +0)? 4+ 5(3u + v)(—u + 2v) — 3(—u + 2v)?)

= =u.

7 > 1 1", 7
uv - e '—dudv:—/ e”udu-/ vdv
-0 7 7 Jo 0
7

7
- /

u=0 Jv

11

1,17 1 7
:?[56 :|0'[§U2:|0:%(€49—1)'4921(649—1).

Darmed blir



8. Kurvan v i xy-planet borjar i punkten (1,0) och foljer forst linjen y =
1 —x till (0,1), fortsdtter sedan lings cirkeln x* +y? =1 till (—1,0),
darifran lings linjen y = —x — 1 till (0, —1) och till slut ldngs cirkeln
x? +y* =1 tillbaka till (1,0). Berdikna kurvintegralen

I= §ola? +17)da + 20+ 2%y + ") dy, (4p)
v

Losning: Lat D vara insidan av kurvan «. Med hjalp av Greens formel
och en FIGUR ser man att

_ 0 2 5y 0 3 2
I—//D(ax@x—l—xy—i—y) ay(a: +zy°) | dxdy
:// (2 4 22y — 2zy) dedy = 2 - (arean av D)

D

= arean av enhetsskivan + 2 - arean av enhetskvadranten
=7+ 2.



