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1. Vihar z(x,y) =f(2x + 3y, 2x — 3y), u=2x+3y och v=2x—3y. Enligt kedjeregeln far man
zx =fuux Tfyvy =2fy +2fy, och
zxy = (zx)y=Cfu + 2/ uuy + Cfu + 2y vy =3Cfuu + 2hu) —3Cfuy +2/v)
|Svar: 6/ — i |

2. f é&r definierad i hela xy—planet = definitionsméngden innehéller inga randpunkter.De
partiella derivatorna till f ar definierade i varje punkti xy—planet = det finns inga singuldra
punkter till f.

Kritiska punkter fés ur V£ = (0,0)

fx=16x3—2y—14x=02> 16x3—16x=0:> (x,y)=
f,=-2x+2y=0 y=x (0,0),(11),(-1,-1)
-2 2

48x* —14 -2
Vihar 4 = fix = 48x2 — 14, B=fxy =-2, C=fyy =2 och hessianen ar ( * ]

Man fér:

~14

-2
1(0,0) ar hessianen ( 5 j med egenvirdena

-14-1 =2
det( 5, /1):—(14+A)(2—/1)—4:0:>Al,2:61@

som har olika teckenP en sadelpunktpunkt.

34 2
I (1,1) ar hessianen ( 5 5 j med egenvérderna

34-1 =2
det( y )Jz(34—l)(2—l)—4=0:>lm=18i\/162

som béda dr positiva dr P en lokal minimipunkt.
34 2

I (-1,-1) ar hessianen
-2 2

j med egenvérderna

34-1 =2
det( 5 )Jz(34—l)(2—l)—4=0:>lm=18i\/162

som béda dr positiva dr P en lokal minimipunkt

|Svar: Lokal minimum i (1,1) och (—1,—1).|

) z=3x>+4y’
3. Paraboloiderna skér varandra ldngs kurvan
7=2x"+3y*+4
Kurvans projektion pa xy-planet ges av 3x” +4y”> =2x" + 3y’ +4, vilket
beskriver cirkeln x* + y* =4 . Kroppens projektionen D pa xy-planet
ar cirkelskivan x’ + y* < 4. Den sokta volymen ér



“(2)52 +3y2 +4 3%’ —4y2) dxdy = ”(4— X - yz)dxdy
PDoléira koordinaterx =rcos6, y= rsinDO ger

[[(@=x*=y*)avay = T [ } (4- rz)rdr}de 87

6=0Lr=0

2 1
4. Om vi later P = 2x +1 och Q=— +1 sa far vi att
X +y X +y

o -2 oP -2 . .
o0 = —x2 och — = —x2 . Alltsa ar differentialen

ox (x2 + y) dy (x2 + y)

Pdx + Qdy exakt i hela R® utom i origo, ty dér 4r derivatorna singulira. En
ekvivalent utsaga ar att féltet (P,Q) &r konservativt i hela R’ utom i origo

.Eftersom den givna kurvan inte omsluter origo kan vi utnyttja att det enligt
satsen (10.3) om konservativa félt existerar en potential U(x,y) till faltet

(P,Q)saatt P= 8_U och
ox

0= g—U . Vi har alltsa att

y
oUu 2x
—=P= +1 1
ox x4y M
U 1
—=0= +1 2
2 0 1y (2)

Integration av (1) med avseende pa x ger

Uzj( 22x +1]dx=1n(x2+y)+x+‘{’(y) 3)
X +y

déar ¥ ér nagon kontinuerlig och deriverbar funktion av y.
Derivation av (3) med avseende péd y samt jamforelse med (2) ger

U 1 oo a1
8—y—x2+y+‘f’(y)—|—(2)—|—

Potentialen till (P,Q) #r alltsd U = In(x” + y)+ x+ y+ C och den sokta
integralen kan nu beréknas enligt

2 1
j( — +1de+( . +1]dy=U(1,0)—U(—1,0):
S\ Xty X +y

=Inl+1+0-In1+1+0=2

5. Funktionen f(x,y) =6+ x2 - 3y2 —3In(1 + x2 + y2) ar kontinuerlig och méngden x2 + y2
<1 dr kompakt. En kontinuerlig funktion antar i ett kompakt omrade sitt minsta och storsta
virde. Virdemingden = intervallet [minsta vérde, storsta virde].

—+1=2W=1=2¥Y=y+C
X +y

Det storsta resp. minsta virde antas antingen i en kritisk inre punkt, eller i en randpunkt.

Inre punkter: x2 + y2 < 1. Kiritiska punkter fés ur



6x 3
=2x =0 2x{ 1 - =0
fx 1+x2+32 [ 1+x2+yJ
6 8t 1
——y-—2— = 631 - =0
7y 1+x2+,2 y[ 1—+x2—+y2)

{x=0 eller x2+y2=2

ger

y=0 eller x2+y2=—2

Vi far
x=0, y=0 eller x= i\/z , ¥y=0. Av punkterna (0,0), (i\/i ,0) ligger endast (0,0)
i mingden x2+y2<1 ochvihar f(0,0)=6.

Randpunkter: x2 + y2 =1.

fe)=6+x2-32 - 3In(1 +x2+)2)={x2=1-321=7-3In2-42=g(y), dir 0<
y2 < 1. Funktionen g antar ett minsta virde g(+1)=3—-31In2 och ett storsta virde
g(0)=7-31n2.
Enligt ovanstdende finns fis storsta resp. minsta védrde bland talen 6, 3—-31n2 och 7-3
In 2, alltsa

| Svar: Virdemingden = intervallet [3 —3 In2, 6].|

rmwl/2

1 x=rcos@ ) 1
6.J.J.ﬁdxdy= . = dxdy=rdrd0 =11mJ.J‘ ——rdrd6 =
5 Xty +1 y=rsin@ roed o T +1

0

= lim

R
fim [ 2[9]”’2dr:§hmj " dr=Zlim S 1n(1+ B) =
~70 r 0

0 1+7° 2 k=2

R—eo

Svar: Volymen ér inte dndlig
7. Projektionen av kroppen pa xy-planet ges av x° +y” <1.

1
M(Q) = Igzdxdydz = f | zdz [dxdy =

x2+y2=1| 5= [x2+y2

V4

If dxdy = I |:1(1 - x2 - y2 ):| dxdy

|: 2:|1./
x2+y2=1 2 x2+y2 x2+y2=1 2

Anvind poléra koordinater

1 2 9 x=rcos6 1
Il —(l—x -y ) dxdy= . »dxdy=rdrd0 |= |

2 2 y=rsinf 0
x“+y=<Il

2711

5(1—r2 )drdO:anj)é(l—rz jdr:%”

|

0
T

Svar: Massan av kroppen ges av? m.e

8 sitt F(x,y,z)=xf (zj — z. D4 giller att det plan som tangerar ytan i punkten(a,b,c) ges av
X

a—F(a,b,c)()c —a)+ a—F(a,b,c)(y— b)+ a—F(a,b,c)(z —¢)=0,dir c= af(éj .
ox ady 0z a



Vi fér

[ (b)Y b (b b b
1(2)-2r(2)-are r(2)o-0)-[z-ar(2))-0 )
| \a) a a) | a a
Om vi sétter x =y =z=0 1 vénstra ledet av(*) fas
[ (b b | b
1(2)-27(2)Jo-ar+ (2 )0-0)-(0-ar( 2] -
| \a) a i a a

QIS Q|

—af(é)ﬂaf’ —bf’(é)+af(éj =0
a a a

Dvs alla plan gar genom origo i R’

| Svar: alla tangentplan gér genom 0rigo.|







