KTH Matematik,
Olle Stormark.

Losningsforslag till SF1626 Flervariabelanalys for E1,
08-03—-14, kl. 8.00-13.00.

e Inga hjalpmedel.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (déar ¢ = 1,2,3,4) far
automatiskt full poang pa tal i.

e Betygsgréinser: 26-28 poéng ger betyget A, 23-25 poéng ger betyget
B, 20-22 poang ger betyget C, 17-19 poang ger betyget D och 14-16
poang ger betyget E.

e Om du har fatt 13 podng sa far du betyget Fx och har da mdjlighet
att gora en kompletteringstentamen. Kontakta Olle i sa fall. Mindre
an 13 poang ger betyget F = underkant.

e For aldre teknologer ges betygen 5, 4, 3, K respektive U med krav som
for A, B/C, D/E, Fx respektive F.

1. (a) Berdkna riktningsderivatan av funktionen

x + 6y

[, y) = Y

i punkten (1,0) och i den riktning som ges av vektorn v = (4, 3).

(2p)
(b) Finns det nagon riktning w sa att riktningsderivatan i (1,0) och
w:s riktning &r lika med 67 (1p)



LOSNING: (a)
8—f " och 8_f L
or (v +y)? By (z+y)?

(—y,ZL‘) = gradf(l,O) = (O’ 5)a

:gradf:m
v 43 1
e R T AR
(4,3)

= fo(1,0) = grad f-e = (0,5) - ~== =3,

(b) fi(1,0) ar storst da e = grad f(1,0)/|grad f(1,0)] = (0,5)/5 =
(0,1) = (). = (0,5) - (0,1) = 5 < 6. SVAR: Nej.
(

2. (a) Visa att punkten (1,2) ligger pa kurvan F(x,y) := 4a? — ba?y? +

y* = 0 och att man nira denna punkt kan I6sa ut y som en

funktion av x:
Flz,y) =0=y=y(z) di (z,y)~(1,2).

Berdkna sedan (1) med hjilp av implicit derivering. (2p)
(b) F(x,y) = 0 kan betraktas som en andragradsekvation med avseen-

de pa y?. Anvind detta for att bestimma funktionen y = y(z) i

(a)-uppgiften explicit. (1p)
LOSNING: (a) F(1,2) =4—-5-44+16 =0 <= (1,2) ligger pa kurvan.
0 0
9f = —102%y + 4y° = —f(1,2) =—-20+432# 0= kan l6sa ut y :
dy Ay
y =y(x). d/dx pa 0 = F(z,y(x)) = 4a* — 52%y*(z) + y*(z) = 0
162% — 10z - y*(x) — 52% - 2y(x) - o/ (x) + 43 () -/ (z). . = 1, y =
insatt i detta ger 0 = 16 —40 —20y/(1) +32y'(1) = 12¢/(1) = 24 —
y'(1) =2

52 2524 — 1624
(b) (¥)2 =522 y? + 42t =0 < yQZTi\/Tm

5+3 {4:1:2 {:l:Qx

2 x? +x.

Den funktion y = y(x) som uppfyller y(1) = 2 &r tydligen y = 2x —
som har derivatan lika med 2.



3. Lat D vara det omrade i zy-planet som begrinsas av de rita linjerna

D.

y=x,y=x—1,y=0o0chy = 1. Skissera D och berdkna sedan

integralen
I = // (2x — y) dzdy. (3p)
D

LOSNING: Skisserar man omradet ser man att det ar littast att inte-
grera med avseende pa x forst och sedan med avseende pa y:

- / 10 ( / z:yﬂm—y) dx) dy == / 10 ([ — w2 dy

1 1
2/‘w”+%+1—ﬁ—y—ykuﬂd%=/ (y+1)dy
Y Y

=0 =0

2 1
_ | _3
-5+, -3

Lat T vara det trianguldra omradet med horn i punkterna (0,0), (1,0)
och (0, 1), och lat v vara den positivt orienterde randen av T'. Berdkna
kurvintegralen

L:%@3+fﬁm+%x+%dy (3p)

LOSNING: P =22 +12 Q=242 = 0Q/0x —dP/dy =1 — 2y. Sa
Green sager att

I:/Lﬂ—Q@dMyzélﬂ—%ﬁ(éli@)@

::/Ou_2wwj—wdyzl(r—@+ﬂﬁﬁw

3 5 231
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(a) Visa att variabelbytet

{firﬁm¢ dir 0<¢<2m, r>0,
Yy = r sin ¢,



gor att

or _ o1 rgar i of (2p)
xay Yo, Overgd 95 p
(b) Bestdm allménna lésningen till den partiella diffrentialekvationen
of  of _
Yo + xa—y = 2zy. (2p)
LOSNING: (a) f(z,y) = f(rcos ¢, rsin @) =
of _of . . of . of of
96~ ou ( rsmqﬁ)—l—ay rcos ¢ = yax—l—azay.
o 0r O o eine— v
(b) y8x+xay—2xy = a¢—27’ cos ¢ sin ¢ = r8in 2¢

= f= —%72 cos2¢ + g(r) = —%(COSQQS — sin®¢) + g(r)
= %(y2 —2) +g(V2? +y?),

dar g ar en godtycklig deriverbar envariabelsfunktion.

. Berdkna Taylorpolynomet av andra graden till funktionen f(z,y) =
xy—+sin(z—y) omkring punkten (1, 1), och anvind sedan detta polynom
for att berakna ett approximativt varde av funktionen f i punkten

(1,1, 1,2). (4p)
LOSNING: Med (x,y) = (1 4+ h,1 + k) séiger Taylor att
_ _ of 9 1 1y.
flo) =f0+h 10 = 10, + L ne 2y ke
1 [0*f ) 0 f 0 f )
+5 <@(1,1)-h F2g 5 (L) kB g (1) -k )
3
+0 ((x/h2+k2> )



Har ar

f(1,1) =1+sin0 = 1;

U yreose—y) = T =141=2
g—gzx—cos(x—y)ﬁg—z(l,l)zl—lz :
% — sin(z —y) —> aa—;u,n 0:

;fgy =1 +sin(z —y) = aa:gy(l,l) =1
giy];:—sin(x—y):%(l,l)z(),

sa att

f(1+h,1+k:):1+2h+hk+(9(<\/h2+k2)3) —

few) =142 - + - - D+ 0 ((VE- TP G- 1) )
och f(14+0,1,140,2)~1+2-0,1+0,1-0,2=1,22.

. Lat D vara det omrade i forsta kvadranten som begrinsas av kurvorna
xy = 1 och zy = 2 samt av de rata linjerna y = x och y = 4x.

Skissera D och berakna sedan integralen

I = // z?y? dxdy.
D

LEDNING: Infor t. ex. de nya variablerna u = zy och v = y/z. (4p)

LOSNING: Genom variabelbytet vergar omradet i rektangeln 1 < u <
2,1 <wv < 41iwuv-planet. Och

dzxdy = ‘g(x,y) dudv = CdZUdU ,
ol Ji

dar

d(u,v) ou/dx Ou/dy\ Y z\ .y
d(:c,y)_det (30/5’9 Ov/dy = det —y/z* 1/ =2, =%

5



Déarmed blir

I:// ydxdy—/ / —dudv
u=1 Jov=1
2

1 [? 1 [u? . 1 8-1 7ln2
- d —dv = — -0 = . In4 = .
Q/uzlu v /vlv 0T 2 [3]1 el 2 3 ! 3

. Lat fo(z,y) = a*e” Y — a(x — y) + xy, dar a ar en parameter, medan
x och y ar hederliga variabler. For vilket eller vilka varden pa a har

fa(z,y) ett lokalt minimivérde i origo? Forklaral (4p)
LOSNING:
2 t3
e =Lt gy gt
1
fulay) = a? (1+<x—y>+§<x—y>2+.'-) —ae—y)+ 1y

2 2
:a2+(a2—a)a:—(a2—a)y—|—(%x2—(a2—1)zy+%y2)+...,

sa (0,0) ar en kritisk punkt <= a(a—1) =0 <= a=0ellera = 1.
a=0= fo(z,y) =2y + ... = sadelpunkt i (0,0);

1
5@+ y?) e 2 1da (a,y) ~ (0,0) =

a:1:>f1(x,y):1+2

lokalt minimum i (0, 0).



