KTH Matematik,
Olle Stormark.

2.

Losningsforslag till tentamen i SF1626
Flervariabelanalys for E1, 08—05—-29, kl. 8.00-13.00.

Inga hjalpmedel.

Du som har fatt godként pa kontrollskrivning i (ddr ¢ = 1,2,3,4) far
automatiskt full podng pa tal 7.

Betygsgranser: 26-28 poang ger betyget A, 23-25 podng ger betyget B,
2022 poang ger betyget C, 17-19 poang ger betyget D och 14-16 poang
ger betyget E.

Om du har fatt 13 poéng sa far du betyget Fx och har da méjlighet att
gbra en kompletteringstentamen. Kontakta Olle i sa fall. Mindre dn 13
poang ger betyget F = underkéant.

For édldre teknologer ges betygen 5, 4, 3, K respektive U med krav som for
A, B/C, D/E, Fx respektive F.

. Kontrollera forst att punkten (5, —2,3) ligger pa ytan

zyz + 22 — 2% + 25 = 14,
och bestam sedan ytans tangentplan i denna punkt. (3p)
Losning: Punkten ligger verkligen i ytan eftersom
5-(=2)-3+5%—2(-2)*+3%= -30+25 — 8+ 27 = 14.
Normalvektorn fas med hjalp av gradienten:
grad (zyz + 2% — 2y + 2°) = (yz + 22,22 — 4y, vy + 322),

som i punkten rog = (5, —2,3) blir n = (4,23,17). Tangentplanet i r( ges
av n-(r —ro) = 0, det vill siga i vart fall

(4,23,17) - (z — 5,y + 2,2 —3) = 0 <= 4z + 23y + 17z = 25.

(a) Visa att f(z,y) = z-e”¥ har en enda kritisk punkt — néimligen

(—1,0). (1p)
Loésning: I kritiska punkter ar 0f/0x = df /0y = 0. Har fas
0
oz—f:(1+x)-e$—?f" — z+1=0,
Ox
0
0= —f =—2xy~ex7y2 <— xy=0.
oy
Forsta ekvationen ger att x = —1, varpa insattning i den andra visar

att y = 0.



(b) Taylorutveckla f(z,y) omkring (—1,0) till och med andra ordningen

och ange resttermens storleksordning. (1p)
Loésning: Néara (—1,0) sitts ¢ = =1+ h, y = k, dér h,k =~ 0. Da
blir

F@y) = f(—14hk)=(—=14h) ek ==l (Z14 ). hF
1'2 Id
= ftersom e =142+ —+ — +.
¢ ol 3l
:e_l-(—l—i-h)-(1+h—k2+2(h—k;2)2—|—...)
1
:e_l-(—l—i—h)(1+h—k2+2h2+...>
1
:e1-(—1—h+k2—2h2+~-+h+h2+...)
-1 Lo, 42 -1 1 2, .2
et (Sl gh R ) = (Sl e Dy ),
dér ... star for termer av ordning > 3. Sa

fl=1+4hk)=e- <1 + %hz +k2> +0 ((m)?’) .

(¢) Anvind (b) for att bestdmma den kritiska punktens karaktér (lokalt

max eller lokalt min eller sadelpunkt eller ...). (1p)
Losning: 1h% + k* > 0 da (h,k) # (0,0) = (—1,0) &r en lokal
minimipunkt.

3. Lat T vara den triangel vars horn ligger i punkterna (0, 0), (2,0) och (1, 1).
Berédkna dubbelintegralen

dx dy
I= 3
// (14+2z+y)? (3p)

Losning: Triangelns sneda sidor ges av y = * <= x = y och y =
2—2x <= z =2-—y. Sa om man forst integrerar med avseende pa x och
sedan med avseende pa y sa fas

1 2—y 1 1 1 r=2—y
I:/ (/ dm) dy:/ []
y=0 =y (1 +934»1,/)2 y=0 1 +x+y =y

1

1
1 1 —y 1
= -+ dy= |-+ =In(1+2
/y—0(3 1+2y> Y {3 QH( y)L




4. Foérklara varfor funktionen f(z,y,2) = x + y + 2z har ett storsta och ett
minsta virde pa ellipsoiden 2 + 4y2 4+ 922 = 36, och berikna sedan dessa
véarden. (3p)

Loésning: Eftersom ellipsoiden &r sluten och begréansad (det vill sdga kom-
pakt) och f &r kontinuerlig sa finns verkligen ett storsta och ett minsta
varde — som man till exempel kan berdkna med hjilp av Lagranges mul-
tiplikatormetod.

Med f =z +y+ 2z och g = 22 + 4y? + 922 — 36 blir Lagrangesystemet

grad f — Agrad g,
g=0

i detta fall lika med

1=X-2zx,
1=X-8y,
1=X-18z,

z? + 4y* + 922 = 36.
Den forsta ekvationen visar att x och A ar = 0.

2:aekv.:>4y_1:> T S:eekv.:>9z_1:> oz
1:a ekv. r YU Taekw. r Ty

inséttning i den sista ekvationen ger sedan

36+9+4
OEITR a2

1 1
2 2
1+-4+2) = — =
T ( + -+ ) 36 x 36 =

49
36 9 4 1
= = :|:7 =y = :I:? och z = :t? = punkterna + = (36,9,4) .
Plustecknet ger det storsta vardet w = 7, och minustecknet ger det
minsta vardet -7.

5. Lat I vara en deriverbar 2-variabelsfunktion och lat k& vara en konstant.
Visa att funktionen

u(z,y,z) =2 F (i Q)

)
Tr T

ar en 16sning till differentialekvationen

da z # 0. (4p)



Losning: Med F = F(s,t), dar i vart fall s = z/a och t = y/z, sa fas
ou w OF —2z . OF —y

=gt R Rl = .7
Ox o e ds a2 e ot a2’
ou p OF 1 w_1 OF ou  OF 1 w_1 OF
_— = —_— . — = P h e —_— s = = - —_
oy S TR ot °" 8z  Tas oz ds
Insatt i differentialekvationen ger detta
ou ou Ju oF oF
e e e A AP, Sl SV VTl STl
x3w+y8y+zaz o . N Jds * Y ot
OF OF
+y-xk_1~a+z-xk_1-% =k-zF F=k-u.

. Lat F(z,y,z) vara en kontinuerligt deriverbar funktion med egenskapen
att alla tre partiella derivatorna OF/0x, OF/dy och OF /0z &r skilda fran
noll i en viss punkt (a, b, c). Enligt implicita funktionssatsen kan da F':s
nivayta genom (a, b, ¢) lokalt uppfattas som grafen av 2-variabelsfunktio-
ner av formen

z=z(z,y), y=y(x,z) och z=uz(y,z2).

Visa att dessa tre funktioner uppfyller ” Barkhausens rérformel”

0: oy o _ |
oxr 0z Oy
(Denna formel forekommer i teorien for elektronror.) (4p)

Loésning: Differentiering av F(x,y, z) = F(a,b,c) ger

oF oF oF
a—xdﬂc—l—afydy—i—adz—o.

Om 0F/0z # 0 sa kan dz 16sas ut:
OF/0x OF /0y

== =5F/0: "~ rja: W
varur man ser att
% = koefficienten framfor dx = —g?;gﬁ
Pa samma sétt ser man att
oy OF/0z oz OF /0y
9.~ “oFjoy °M oy~ oFjor

Detta ger

2 - () (o) (o)




7. Kroppen K definieras av olikheterna x > 0, ¥y > 0, z > 0 och 1 < 2+
y? + 2% < 4. Beriikna K:s massa om densiteten &r p(z,y,2) = 2%, (4p)

Losning: I de sfariska koordinaterna r, 8 och ¢ definieras K av olikheterna

1 <r <2 0<60<7/20ch0< ¢ < 7w/2 Vidare ar densiteten

= 22 = r?sin%6 cos?¢ och dx dy dz = 2 sin 6 dr df d¢, vilket ger massan

2 /2 pm/2
m= / / / 2 sin6 cos?¢ - r2 sin 0 dr df do
r=1J6 ¢=0

=0

/2 /2 . 2
- / cos’p de - / sin®0 df - / r*dr
0 0 1
w/2 1 1 /2 rd 2
:/ — + = cos2¢ d(b/ (1 — cos?d) -sinfdf - | —
0 2 2 0 5 1

/2
./0(1 — u2) (—du) - 2-1
1

= |:¢+ ;sin2¢] 5

5 0
_Lom f,_w) s s 2 3in
22 v 5 20 3 30°

8. Lat kurvan « vara den 6vre halvan av ellipsen

T 2
jull =1
1Y

fran punkten (—2,0) till punkten (2,0). Berdkna kurvintegralen

r—Yy T+y
1= —=d ——dy | . 4
/7<x2+y2 x+m2+y2 y> (4p)
Losning;:
r—y r+y
Pzi =
x2_|_y27 Q x2+y2
0Q IP _P+y’—(z+y) -2 —(®+y’)—(z—y)-2
dr  dy (22 +y?)? (22 +9?)?

:(I2+y2)*2.(x2+y2—2x272xy+z2+y2+2$y*2y2):0

da (z,y) # (0,0).
Om c dr en kurva fran (2,0) till (—2,0) s& att origo inte ligger innanfor

eller pa den slutna kurvan « + ¢, sa visar 0Q/dz — OP/0y = 0 och Greens
formel att

% Pdx+Qdy=0, saatt jl{Pdfc—ka:—y{de—&-Qdy.
Y+ ¥ c



Lat oss vilja ¢ som den &vre halvan av cirkeln 2 + y? = 4 fran (2,0) till
(=2,0). ¢ har parametriseringen

r=2cos¢

. }, dir ¢:0—m,
y = 2sin¢

vilket ger att dr = —2sin ¢ d¢ och dy = 2 cos ¢ dp. Darmed blir

/de—dex:—/de—i—Qdy
.

(&

_ " (2(cos¢g —sing) - (—2sing)  2(cos$ +sing)-2cos
- (e AR

= /Tr ((cos ¢ — sin @) - sin ¢ — (cos ¢ + sin @) - cos @) do
0

/Oﬂd¢7r.

= /W(cos $sin ¢ — sinp — cos?¢p — sin ¢ cos ¢) do
0



