KTH Matematik,
Olle Stormark.

Tentamen i SF1626 Flervariabelanalys for E och M
09-03-13, kl. 8.00-13.00.

e Inga hjalpmedel.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (déar ¢ = 1,2,3,4) far
automatiskt full poang pa tal i.

e Betygsgréinser: 26-28 poéng ger betyget A, 23-25 poéng ger betyget
B, 20-22 poang ger betyget C, 17-19 poang ger betyget D och 14-16
poang ger betyget E.

e Om du har fatt 13 poédng sa far du betyget Fx och har da mojlighet att
gora en kompletteringstentamen. Kontakta din larare i sa fall. Mindre
an 13 poang ger betyget F = underkant.

e For aldre teknologer ges betygen 5, 4, 3, K respektive U med krav som
for A, B/C, D/E, Fx respektive F.

1. Bestam en ekvation for tangentplanet till ytan a3z + 2% + y23 = 1 i
punkten (1,—1,1). (3p)

Losning: Ytan dr nivaytan F = 1 for funktionen F(z,y,2) = 232 +
2?2 + y23. En normalvektor i (1,—1,1) fis som n = grad F(1,—1,1).

grad F' = (32%2 + 22, 2°, 2° 4+ 3y2?) = n = (5,1, —2),
varfor tangentplanet ges av

(5,1,-2) - (z—1Ly+1,2—1)=0 < dr+y—22=5—-1-2=2,

2. Bestdm de stationira punkterna till funktionen f(x,y) = 223 — 42% +
2xy — y?, samt undersok vilka typer av stationdra punkter det ar fraga
om. (3p)



Losning: De stationara punkterna &r l6sningar till systemet

0= 0f/0x = 62> — 8x + 2y,
0=0f/0y =2x -2y < y=u.

y = z insatt i forsta ekvationen ger 0 = 622 — 6z = 6z(z — 1) <
x =0 eller 1, vilket ger de stationdra punkterna (0,0) och (1,1).

Vidare ar 52 o2 52
OF 9y s, f oy 9
0x? 0x 0y 0y?
Punkten (0,0): A=-8, B=2, C=-2 AC—B*>=16—4=12;
A <0 och AC — B? > 0 = lokalt maximum.
Punkten (1,1): A=4, B=2,C=-2= AC-B?>=-8-4<0=
sadelpunkt.

= -2

. Berdkna volymen av den kropp som begrisas av ytorna z = g(z,y) =
8 — 322 — y? och z = h(z,y) = 22 + 3y°. (3p)
Losning: Pa ytornas skarningskurva ar

2=8-322 -y =2 +3P =8 — 42’ — 4y’ =0 <= 2* +y* =2,

vilket visar att randen till kroppens projektion pa xy-planet ges av
cirkeln 22 + 4> = 2. Da 2% +y?> < 2 ar

g(z,y) — h(z,y) =8 — 4(z* + y*) > 0,

varfor den sokta volymen ges av

V= /L2+y2<2(g(x, y) — h(z,y)) dedy = 4 //x2+y2g2(2 — (2® +y?)) dzdy

\/i 27
—4/ / (2 —1?) rdrdq§:4/ (27’—7’3)dr~/ d¢
r=0 J¢=0 0 0

= 4[r® —7’4/4] =8r-(2—1)=38m.

. Bestdm de punkter pa kurvan z2 + xy + y*> = 3 som ligger nirmast
respektive langst bort fran origo. (3p)



Losning: Avstandet fran origo till (z,y) ar = d(z,y) = /2% + 92,
varfor var uppgift ar att maximera/minimera f(x,y) = 6*(z,y) = 2* +
y* under bivillkoret g(z,y) = 2* + zy + y*> — 3 = 0. Lagrangesystemet

ges av
et <8f/8x (9f/(9y) 0

dg/0x 0g/dy)
g9(z,y) =0.

Forsta ekvationen:

B 2x 2y B B

0 = det <2:c by ooq 2y) = 2x(z + 2y) — 2y(2z + y)

=2(2? + 22y — 22y — 3?) = 2(2* — y?) <= y = +u.
y = x insatt i andra ekvationen ger 322 —3 =0 <= 2=+l =y =
+1 = punkterna (1,1) och (—1,—1). I dessa ar § = /1 + 1 = /2.
y = —z insatt i andra ekvationen ger 22 —3 =0 <= z = £/3 —
y = T3 = punkterna (\/_, —\/g) och (—\/§, \/3) I dessa ar § =
V3 +3 =6.

SVAR: £(1, 1) ligger nérmast origo, och #(v/3, —v/3) ligger lingst bort
fran origo.

. Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 till funktionen f(z,y) = zy —x —
y — 2cos(x — y) kring punkten (x,y) = (1,1), och anvénd sedan detta
polynom for att avgéra om f(x,y) har ett lokalt extremum i denna
punkt. (4p)

Losning: =14+ h, y =1+ k med (h, k) =~ (0,0) =
flz,y)=Q+h)(1+k)—(14+h)— (14 k) —2cos(h — k)

EAY
:1+h+k:+hk—1—h—1—k:—2(1—(h Q‘k) +>

= -3+ hk+ (h*—2hk + k) + - =-3+h*—hk+k*+ -
=3+ (h—k/2?+3K*/4+ - =

sokta Taylorpolynomet ges av
Py(z,y) = =3+ (z—1)" = (@ =y — 1)+ (y — ™
Eftersom (h—k/2)?+3k?/4 > 0 da (h, k) # (0,0) har f(x,y) ett lokalt

minimum i punkten (1,1).



6. Skissera forst omradet
D={(z,y):2>0,y>0, 1/x <y <2/z, v <y <x+2}

och berdkna sedan dubbelintegralen
7 [ auty? - a*) dudy. (4p)
D

Losning: D ligger mellan kurvorna zy = 1, 2y = 2 och y — 2z = 0,
y —x = 2 i forsta kvadranten. Med de nya variablerna

u =y,

vV=y—1x
fas det enklare omradet Q = {(u,v): 1 <u < 2,0 <wv < 2} iuv-planet.
Vidare ar

d(u,v) . d(u,v) y x
dudv = | =22 dedy,  d — det —
e ‘d(w,y)‘ ) B S e

sa att dudv = (x + y) dedy. Dérmed blir

I://D:cy(y—x)~(x+y)dxdy://qu~dudv

:/u:1udu-/y:0vdv: 022 - [v/2)2 = (2_%) 9-3

7. Betrakta ekvationen F(z,y) & 22 + zy + 2 — 2 + 2y + 2 = 0.

(a) Los ekvationen F(1,y) = 0, och anvind sedan resultatet for att

avgora huruvida kurvan {(z,y): F(xz,y) = 0} &r grafen av en
funktion. (1p)
(b) Visa att kurvan {(z,y): F(z,y) = 0} ndra punkten (1,—1) dr
grafen av en funktion y = f(z). (1p)

(c¢) Hérled Taylorpolynomet av grad 2 till funktionen f(z) kring punk-
ten x = 1. (2p)



Losning: (a) 0= F(l,y) =1+y+y*—1+2y+2=1y*+3y+2 <

:——j: — —
Y —1.

3, [9-8 —3+1 [-2
2 4 2

Sa mot x = 1 svarar tva y-varden, vilket medfor att kurvan F' = 0 inte
ar grafen av en funktion.

(b) OF/dy=x+2y+2= OF/dy(l,—1)=1-2+2=1%#0—
kan l6sa ut y = f(z) ur F(z,y) = 0 nédra punkten (1, —1).

(c) y=f(z)insatt i F(z,y) =0= F(z, f(z)) =0 for alla =:
2> +x- flz)+ fAx) —r+2f(x) +2=0, alla .
d/dz pa denna identitet —>
2 + f(z) + - f'(z) +2f(x) - f'(x) =1+ 2f'(z) =0, alla z. (*)

r=1f1)==-1=2-14+f(1)+2-(=1)- f(1)=14+2f(1) =
0 < f'(1)=0. d/dx pa (*) =

2+ f'(x) + f'(x) + 2 - f(2) + 2(f'(2))* + 2f (x) - f"(x) + 2f" () = 0.
z=1, f(1) = —1och f(1) =0 =

24 fU(1) = 2f"(1) +2f"(1) =0 < f'(1) = —2.
Dirmed blir Taylorutvecklingen omkring z = 1:

)

o -(x—1)2+---: _1_($_1)2_|_... '

f@) =)+ 1) (z-1)+

. Lat « vara halvcirkelbagen {(z,y): 2> +y?> = 1, y > 0} fran punkten
(1,0) till punkten (—1,0). Berdkna kurvintegralen

3
I= / <x2y + % +ye™ + 3) dr + (x + ze™) dy. (4p)
Y

Losning: P = 2%y +3°/3 + ye®™ + 3 och Q = x + ze™ —

0 oP
0@ _oP _ 14+ e™ 4 zye™ — (22 +y* + ™ +aye™) = 1 — (2® + 7).
or 0y



Om « ar linjestycket fran (—1,0) till (1,0) och D é&r 6vre delen av
enhetsskivan: D = {(z,y): 22 +y* <1, y > 0},saara+~y=9D =
D:s rand, och da siager Green att

f;ﬂPdm—FQdy:ngdevLQdy://D(E?Q/&x—ﬁP/ﬁy)dxdy:
I:[deI+Qdy://[)(1_(I2+y2)dxdy_/apdx+Qdy'

Dubbelintegralen blir

//D(l—(:r;z—iryQ)dxdy:/:0/(:0(1—7"2)'7"de¢
:/Ol(r—r?))dr-/oﬁdcp:[T—;—ﬂ:-wzg

Pa a ér y = 0, som ger att dy = 0, och = gar fran -1 till 1, sa att

1

/de—l—Qdy:/ 3dx = 6.
a r=—1

SVAR: 7T =7 /4 —6.



