KTH Matematik
Olle Stormark

Tentamen i SF1626 Flervariabelanalys for CELTE1, CMAST1
09-06-08, kl. 8.00-13.00.

e Inga hjalpmedel.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dar i = 1,2,3,4) far
automatiskt full podng pa tal 7.

e Betygsgrinser: 2628 poang ger betyget A, 23-25 poédng ger betyget
B, 20-22 poang ger betyget C, 17-19 poang ger betyget D och 14-16
poang ger betyget E.

e Om du har fatt 13 poéng sa far du betyget Fx och har da méjlighet att
gora en kompletteringstentamen. Kontakta din larare sa fall. Mindre
an 13 poang ger betyget F = underkant.

e For aldre teknologer ges betygen 5, 4, 3, K respektive U med krav som
for A, B/C, D/E, Fx respektive F.

e Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga och
tydliga losningar! Bristande lasbarhet medfor poangavdrag!!

1. Lat

flz,y) = #ZW da (x,y) # (0,0).

Ar det majligt att definiera f(z,y) i origo s& att funktionen blir kon-
tinuerlig dar? Forklaral (3p)

Losning: = # 0= f(2,0) =0 — 0 da z — 0, och
22 1

1
:——>§7é0déix—>().

I#O:f(x,x):ihz 3

Eftersom man alltsa far olika gransvarden i olika riktningar sa kan
f(x,y) inte definieras sa att den blir kontinuerlig i (0, 0).
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2. Visa forst att ekvationen z3 + 3 + 2% + x2 + 5y = 9 nira punkten
(1,1,1) kan skrivas pa formen z = z(z,y), dér z(1,1) = 1. Berdkna
sedan riktningsderivatan av z(x,y) i punkten (1,1) och i den riktning
som ges av v = (4, 3). (3p)
Losning: 0/0z(x® + y* + 2% + 2z + 5y) = 32% + x, som ar = 4 #
0i(1,1,1) = kan 16sa ut z = z(x,y) ur ekvationen néra (1,1,1).
Differentiering visar att

(322 + 2) dx + (3y* +5)dy + (32° + ) dz = 0.

I punkten (1,1,1) fas 4dx + 8dy + 4dz = 0 eller dz = —dx — 2dy, sa
att

0z 0z
—(1,1) = -1 h —(1,1) = —2.
(1) och SZ(1.1)
Den sokta riktningsderivatan ges till slut av
v (4,3) —4—6
adz(1,1) « — = (—1,-2) - = = —-2.
grad (1, 1) r = V= A

3. Beriikna volymen av den éndliga del av forsta oktanten {(z,y,z) €
R3:2>0,y>0,z2> 0} som begrénsas av sfarerna 2yt =1,
22 + y? + 2% = 16 samt av konen 2? = z? + ¢°. (3p)

Losning: Har ar det lampligt att infora sfariska (eller rymdpoléra)
koordinater:

x =rsinfcos ¢
y =rsinfsin¢g med dxdydz = r?sin 0 drdfde.

z=rcosf

Uttryckt i dessa ges integrationsomradet av 1 < r <4, 0 < 6 < /4
och 0 < ¢ < /2, sa att volymen ges av

w/4
V= / / / r sm@drd@dqﬁ— / r?dr - / sin 6 df
r=1J60 =

] - 550 ()
6

3 2—V2 2x
32 4(2_‘@)‘
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4. Bestdm det storsta och det minsta vérdet av funktionen f(z,y)
223 — xy? i cirkelskivan {(z,y) € R?: 2% + y? < 9}. (3p

~—

Losning:

Inre stationara punkter 1 oppna cirkelskivan:

0=09f/0x = 62% — ¢,
0=0f/0y = —2xy;

2y =0 < xz=0cellery =0; insatt i 622 — > =0fdsx =y =0
med f(0,0) = 0.

Randpunkter: Pa randen ar > = 9 — 2%, diar —3 < 2 < 3, sa dér ar
f=223—2(9—2%) =323 -9z = g(x), sdg. 0 =¢'(z) =9(2*—1) <
x = +1, sa g:s storsta och minsta varden antas bland punkterna +1
och £3. ¢(—3) = =54, g(—1) = 6, g(1) = —6, ¢g(3) = b4 = f:s
storsta virde dr = 54, och det minsta ar = —54.

5. Los den partiella differentialekvationen

0%z Lo 0%z N Oz
0x? oxdy Oy

med hjalp av variabelbytet u =x +y, v =x — ¥. (4p)

0

Losning: w =z +yochv =2 -y = u, = uy = v, = 1 medan
v, = —1. Med hjilp av kedjeregeln fas forstaderivatorna

Zp = Zy Ugp + 2y - Vg = 2y + 2y, 2y = 2y Uy + 2y - Uy = 2y — 2o,
och darefter andraderivatorna

Zex = (Zx)x = (Zu + Zv)x = Zyy " Uz + Zyp " Vg T+ 2oy - Ug T Zpy - Vg
= Zuyu t 22y + Rovy
Zay = (Zu + 20)y = Zuu - Uy + Zup * Uy + Zoy - Uy + Zow - Uy
= Zuu — Rwv,
Zyy = (Zu — Z0)y = Zuu * Uy + Zup * Vy — Zpu - Uy — Zyu * Uy
= Zuu — 2Zup + Zyo-
Sa Zpg + 224y + 2y = 0 <= 2Zyu + 22040 + Zoo T 2200 — 2200 + Zuu —

22up + Zow = 424y = 0 <= z,, = 0. Den sista ekvationen loses pa
foljande satt:



2o =0 <= (2u)u =0 <= 2z, = g(v), dir g(v) ar en godtycklig
funktion av v ; z, = g(v) <= (z—u-g(v))y =0 <= z—u-g(v) =
h(v), dar h(v) &r en godtycklig funktion av v, sa att z = u-g(v)+h(v) =
(+y)-g(x—y)+h(z —y).

r =03 — v,

y = 3uv + 2u?,
definierar en avbildning f fran uv-planet till zy-planet med f(2, —1) =
(1,2). Visa att f har en lokal invers

e

v=uv(z,y),

. Ekvationerna

definierad néra (1,2) i zy-planet, samt berdkna

%1 9) och %(1,2). (4p)

x
Losning: Differentiering av ekvationerna ger

dx = —vdu+ (3v* — u) dv,
dy = (3v + 4u) du + 3u dv.

Da u =2 ochv=—1fas
de\ (1 1\ (du — du (1 1 ! dw
dy) \5 6] \dv dv) \5 6 dy
< 6 —1) (m) du = 6 dx — dy,
= —
-5 1 dy dv = —=5dx + dy
Att man kan 16sa ut du och dv da (u,v) = (2,—1) visar att de sokta

funktionerna u(z,y) och v(z,y) kan definieras nara punkten (z,y) =
f(2,—1) = (1,2). Ur sambandet du = 6 dz — dy ser man att

ou ou
(9_1’(1’2) =6 och —(1,2)=-1.



7. Lat a vara en positiv konstant. Berdkna arean av den andliga kropp
som begransas av sfiaren x? + 3% + 22 = 3a? och paraboloiden z? 4 3% =
2az.

Ledning: Areaclementet ges t. ex. av dS = /1 + 22 + 22 dxdy.  (4p)

Losning: Pa skdrningen mellan ytorna ar

2+ y? 4 2% = 3d?,
22 +y? = 2az°.

Skillnaden mellan ekvationerna blir

22 =30 —2az <= 2*+2a2—3d*=0 =
z=—a*Vva®+3a?=—a=x2a=aeller —3a;

da z = (22 + y*)/(2a) > 0 ar det z = a som giller. Sa skirningen

utgors av cirkeln
z = a,
2+ y? = 2a?,

och kroppens projektion pa zy-planet ges av 2% 4 y? < 2a2.

Undre paraboliska ytan:

z= (2> +9*)/(2a) = 2, = ¥/a och z, = y/a =

22 2 2
1+z +z—1+ ~|—y —1+T—:>d8—\/1+r—2rdrd0:>
a
Sundre = / \/ +— rdrdf

a2
2 r a 2ra’?
—{1 - — 3v3—1
3( +a2) 2]0 3 (\/_ )

=27




Ovre sfiriska ytan:

z=8a? -2 =)= 2, = - och
302 — 22 — 42
T 2 _y2 r
3a° —x* —vy
z? + y? 3a?

1+22422=1 =
+Z$+2y +3a2—x2—y2 3a2—(:r;2+y2)

2
a® —r

-7

a\/ﬁ 27 a\/i

rdrdf

Sevre = a\/§/ — = 27Ta\/§/ 302 — r2)" V2 dr
r=0 Jo=0 V3a? — 12 0 ( )

= 2rav/3[—(3a% — 1)?]" = 2mav/3 (—(a2)"/2 + (302)"/2))
= 2ma®(3 — V/3).

Sa hela arean &r lika med

16ma?

(3V3—-14+9-3V3) = 7

2ra’®

3

. Lat v vara kurvan fran (—1,0) till (1,0) i 6vre halvplanet {(x,y) €
R?: y > 0} ldngs ellipsen 42% + y? = 4. Berikna kurvintegralen

I:/(2x—y—|—1)dm+(m+3y+2)dy. (4p)

Losning: Om v kompletteras med rata linjestycket o langs z-axeln
fran (1,0) till (=1,0) sa blir v + @ = —9D, dar D &ar 6vre halvan av
ellipsen. Enligt Green ar da

jl{HanaH—Qdy = —//D@Q/aﬂf—ap/ay) dxdy.

Hér dr 0Q/0x — OP/0y =1 — (—1) = 2, och ldngs o &r y = 0, dy = 0
med z I6pande fran 1 till -1. Alltsa blir

1

-1
I=- // 2 dxdy —/ (2x + 1) dx = — hela ellipsens area +/ dx
D 1

-1
=—7-1-242=2-2m.



Alternativt med parametrisering: u = 2z, v = y = u? + v* = 42% +
y? = 4 = parametriseringen u = 2cosf, v = 2sinf, dir 0 gar fran =
till 0. Sa pa ~ ar

r =cost — dx = —sinf db,
y=2sinf = dy = 2cosfdb,

dar 8: m — 0. Darmed fas

0
I= {(2cosf — 2sinf + 1)(—sinb) + (cosf + 6sind + 2) - 2cos 0} df

O=m

0
= / (—2cos 6 sin @ + 2sin*() — sin @ + 2cos*6) + 12sin 0 cos § + 4 cos 0) df

0
—/ (10sinf cosf + 4 cos O — sinf + 2) d

= [5sin?6 + 4sin 6 +cosf +20]" =1 — (~1) — 27 = 2 — 2.



