Institutionen for Matematik, KTH
Flervariabelanalys SF1626. Tentamen den 23 november 2009. Losningsforslag

1. Funktioner f(z,y) och g(z,y) definieras i den forsta kvadranten @ = {(x,y) : =,y > 0} med
formler
)
fle,y) =2y’ glr,y) =
I vilka punkter i @) ar nivakurvor till f och g vinkelrdata mot varandra?

Losning. Nivakurvor ar vinkelrdta om och endast om deras normaler ar vinkelrata. En
normal till nivakurvor av nagon funktion ges av gradienten av funktionen. Vi har

Vf=(y*2ry) och Vg=(—y/z*1/z).
Villkor Vf - Vg =0 ger oss
—P /2 +2y =0
varav 222 = y? eller y = /2. Alltsa, nivakurvor ar vinkelrdta i punkter pa linjen y = v/2z.
2. Kroppen K begransas av ytor z = 4 — 22 — y? och z = 2% + y? — 4. Bestdm medelvirdet av
funktionen f(x,y, z) = 2 + y* definierad i kroppen K.

Losning. Medelvirdet ges som

M = ﬁ///}((azzqtf)dxdydz,

dér V(K) &r volymen av kroppen K. Volymen i sin tur ges som

V(K):///Kldxdydz.

For att berdkna bade integraler anvander vi oss av cylindriska koordinater. Vi observerar att
kroppen ér en rotationskropp kring z-axeln och villkor att 2% +y? —4 < z < 4 — 2% — 3% ger oss
12 —4<z<4—r?0ch0<r<2.

Volymen ges da av integralen

2 2 472 2
V(K):/o dqb/o dT’/2 ) dz-r:27r/0 r(8 — 2r?) dr = 167.

Vi har ocksa

27 2 4—r? 2
/// ($2+y2)dxdy:/ dgb/ dr/ dz-r-r2:27r/ (8 — 2r?) dr = 647/3.
K 0 0 r2—4 0

Medelvirdet blir M = 4/3.
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3. En rymdkurva v ges av parametriska ekvationer

x = 2t;
y=t%
z=1Int

dar 1 <t < 2. Bestam kurvintegralen

(Hall 6gonen 6ppna for jaimna kvadrat!)

Losning. Vi har

ds = /2 (1)2 + o/ ()2 + 2/ ()2 dt = /4 + 42 + 1/t2dt = \/(2t + 1/t)2dt = (2t + 1/t) dt.

Integralen blir
2 2 34
/:Bds:/ 2t(2t+1/t)dt:/ (42 +2)dt = =.
¥ 1 1 3

4. En yta i rymden ges av ekvation 3zyz = 23y + y32 + 23z, Visa att den del av ytan som
ligger i en liten omgivning av punkten (1, 1,1) ges som graf av en funktion x = z(y, z). Bestdm
partiella derivator x; och 2/, for denna funktion i punkten (y,z) = (1,1). I vilken riktning viixer
funktionen z(y, z) snabbast i den punkten?

Losning. Enligt implicitfunktionssats ekvationen
F(z,y,2) = 3zyz — 2’y —y’2 — 2°0 =0
ger variabel z som en funktion av y och z lokalt ndra punkten (1,1,1) om FJ(1,1,1) # 0. Vi
har
Fy(z,y,2) = 3yz — 3a%y — 2°
och F/(1,1,1) = —1 # 0. Detta visar att den implicita funktionen z = z(y, z) finns. For att
bestdmma dess derivator, skriver vi en gang till ekvationen

F(z(y, 2),y,2z) =0.
Derivering m av pa y ger

/ / /
Fl .o+ F =0,
varav ,
oL
Ty =~
Vi har F, = 3zz — 23 — 3y?z och i punkten (1,1,1) far vi F, = —1 vilket ger oss z;, = —1.
Analogt,
_
T =~

och vi far z/, = —1.
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Riktningen dér funktionen x(y, z) véxer snabbast &r riktningen av dess gradient d v s vektor
(zy, %) = (=1, =1).
5. Ett vektorfilt i R3 ges av formeln
F(Q?, Y, Z) = (Fl(x7 Y, Z)7 FZ(:U7 Y, Z)? F3<LU, Y, Z))

Vad innebar att vektorfaltet ar konservativt? Vad ar potentialen da? Antar att funktionerna
Fy, F5, F5 har kontinuerliga partiella derivator. Vad ar da ett nodvandigt villkor for att F var
konservativt? Ge nagot exempel av ett konservativt vektorfalt samt icke-konservativt vektorfalt
(motivera dina exempel ordentligt!)

Losning. Det ér en teoretisk uppgift. Se t ex Adams bok, avsnitt 15.2.

/// zdxdydz,
K

dar kroppen K ir den del av klotet 2%+ + 2? < 1 som ligger ovan koniska ytan z = /2 + y2.

6. Rakna ut integralen

Losning. Vi anvinder oss av sfiriska koordinater. Den koniska ytan z = (/a2 + y? ges da
av ekvation

rcosy = rsiny

varav ¢ = 7/4. Hela kroppen ges av olikheter 0 < ¢ <27, 0 <r < 1,0 < ¢ < /4 i sfiriska
koordinater. Jakobianen av transformation dr J = r?sin. Integralen blir

™ / x/
I:/O2 dqb/o 4d¢/01drrcos¢-r251n¢:27r (/0 4cos¢-sin¢dw> (/Olrgdr> _ /8

7. Ett akvarium har en form av en ratvinklig parallelepiped utan locket med langden [, bredden
b och héjden h. Det skall rymma 54 dm? vatten. Botten av akvariumet tillverkas av metallplat
som har ytdensitet 400 g/dm?. Sidoytor tillverkas av glas med ytdensitet 100 g/dm?. Bestam
optimala dimensioner [, b och h sa att egen massa av akvariumet ar minsta mojliga .

Losning. Att akvarium rymmer 54 dm® innebéar att [bh = 54, det dr bivillkor i vart opti-
merinsproblem: minimera funktionen

F(l,b,h) = 400lb + 200lh + 200bh
definierad pa ytan [bh = 54 dér [,b,h > 0. Vi observerar forst att under villkor [bh = 54 det
galler att

54 400 200 200
[bh h b )

F(l,b,h) = — (400lb + 200Lh + 200bh) = 54 (— + =4
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Detta visar att om nagon av variabler ar jittestor da nagon annan variabel skall vara jétte liten
(for att uppfylla (bh = 54) och da funktionen F'(I, b, h) tar stora virdena. Alltsa, minimumvérdet
av funktionen F' antas i nagon kritisk punkt, eftersom nara oéndligheten F' vaxer mot oco.

For att soka kritiska punkter anvander vi oss av Lagranges metod. Lagrangesfunktionen ar

L(x,y, z) = 4001b + 200lh + 200bh — A(Ibh — 54)

och Lagranges ekvationer ar

400b 4 200k = Abh;
400 + 200k = Alh;
2001 + 200b = \ib;
Ibh = 54.

Den forsta ekvation minus den andra ger oss
400(b — 1) = Ah(b—1)

varav tva fall &r mogliga: 400 = Ak (fall 1) eller b = [ (fall 2). I fall 1 sétter vi in Ah = 400 till
hogerled av den forsta ekvation av systemet och vi far h = 0 vilket ar omojligt.
I fall tva far vi ekvationer

4001 = N2,

Nu dividerar vi den forsta ekvation med den andra och vi far h = 21.

Till slut, insittning av b = [ och h = 2[ till villkor Ibh = 54 ger oss 2[*> = 54 varav [ = 3. Den
enda kritiska punkten ar [ =3, b =3, h = 6.

Svar: [ = b= 3dm; h = 6dm.

{ 4001 + 200h = Mk

8. Bestam flodet av vektorfaltet
F = (z,9,1)

uppat genom den del av ytan z = 1 — 22 — y? for vilken z > 0.

Losning. Vi parametriserar ytan som graf av funktion d v s x och y tas som parametrar och
radiusvektor av punkter pa ytan ges som

= (z,y,2(z,y)) = (z,y, 1 —2® — ).

Omradet D dar ligger x och y ges av villkor z > 0 vilket ger oss enhetsskivan i x,y-planet.

Flodet blir da
/ / (r!, x r ) dzdy.

Vi riknar r, = (1,0, 2;,) = (1,0, —2z) och r, = (0,1, —2y). Kryssprodukten blir r}, x r| =

(2x,2y,1). Flodet &r
= // (227 4 2¢° + 1) dxdy.
D



Efter 6vergang till polara koordinater far vi

1
o = 27?/ (2r® + 1)rdr = 2.
0

9. En partikel som paverkas av kraften
F(z,y) = (z*sin(r/2 + y°); @+ y*a® cos(n/2 + ¢))
ror sig moturs lings halvcirkeln 22 + y? = 4, y > 0 fran punkten (2,0) till punkten (—2,0).

Berakna det arbetet som kraften urattar.

Losning. Arbetet ges av kurvintegralen

A= / (P(x,y)dz + Q(z,y) dy),

cirk

dar ek ar halveirkeln 22 + 4% = 4, y > 0 i positiv led och funktioner P och ) dr komponenter
av vart vektorfalt d v s P(z,y) = z?sin(n/2 + y*) och Q(z,y) = x + y*x®cos(7/2 + y?). Vi
kompletterar 7., med intervallet v, = [—2,2] ldngs z-axel sa att vi far en sluten kurva vy
(genomlupen i positiv riktning). Vi har da

A= /7 (Pdz + Qdy) — / (Pdz + Qdy).

Vin

Integralen langs slutna kurvan v raknas m h av Greens formeln:

/W(dethdy)://D (%—2—5) dxdy://Dlda:dy:Area(D).

Hiar D ar halvcirkelskivan 22 + y? < 4, y > 0. Dess arean ar 27.
Nu réknar vi integralen ldngs intervallet [—2,2]. Vi har y = 0 och dy = 0 och integralen blir

2 2
/P(w,O)dx:/ 2 dr = 16/3.

-2 —2

Svar: 2m — 16/3.

10. Omradet D i forsta kvadranten begransas av linjerna y = x; y = 2z samt 2y = z + 1;

2y = x + 2. Bestam integralen
/ / rdz dy.
D

(Ledning: inf6ér nya variabler v = y/x och v = 2y — z).

Losning.
Omradet i nya koordinater u och v ges av olikheter 1 <u <2 och 1 <v <2d vsdetaren
rektangel. Nu uttrycker vi  och y genom w och v. Insattning av y = ux till formeln 2y —x = v



6

ger oss 2ur — x = v varav
uv

2u—1"

pr— h pr—
YT o1 Y

2v
9(z,y) _ ( T Ru-1)? T )

Jakobimatrisen ar

—fracv(2u — 1)? &

och Jakobianen ar v

T= G

Integralen blir

2 2 2 2
v v du 14

I=1[ d dv - . = 2 — ) = —.
/1 u/1 -1 Qu-1p </1 ‘ dv) (/1 (2u—1)3> 27

Svar: 14/27.




