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la. Viser att f(z,y,2) := z + 2y*2® dr en nivayta. Normalen i punkten (1, —1,2) pekar i
riktningen gradf(1, —1,2) och

gradf(z,y,z) = ( 223 2y, 1 + 3xy222),

vilket ger normalen (8, —16, 13). Punkten (1, —1, 2) ligger i planet och ekvationen for punkterna
(z,y, 2z) i tangentplanet kan skrivas

(8,-16,13) - (z — 1L,y + 1,2 — 2) =0,
dvs vektorn (z — 1,y + 1, z — 2) ar vinkelrdt mot normalen, och férenkling ger svaret

8xr — 16y + 13z = 50.

1b. Vi kan anvénda punkten (1.1, —0.9, z) i tangentplanet som approximation till punkten
(1.1,-0.9,t) pa ytan och far da 13z = 50—8-1.1—16-0.9 = 26—0.8+1.6 = 26.8. Approximationen
blir z = 2 + 8/130.

2. Vi anvénder sfiriska koordinater (r, 6, ¢) och far da att punkterna i omradet ovanfor planet
z = 11isfiren 2% +y? + 22 < 2 kan beskrivas av radien 1/ cosf < r < /2, vinkeln mot z — azeln
0 <6 < m/4 och vinkeln i xy—planet 0 < ¢ < 27. Volymen ar, med det sfarsiska volymsmattet
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3. Kurvintegralen &r 6ver randen till kvadraten D = {(z,y) ; 0 <z <1, 0 <y <1}. Vikan
anvinda Greens formel med (P, Q) = (y,x)

/ydm—{—xdy—// — P)) dxdy = 0.

Kurvintegralen med kurvan i positiv led kan ocksa berdknas direkt
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4a. Partiella derivatan blir med kedjeregeln

8 X
0¢/0x = %arctan(y/x) =

4b. Vinkeln ¢ dr mellan vektorerna (z,0) och (x,y). Om y dr positiv och konstant och x 6kar
sa minskar vinkel (som &r positiv) eftersom triangels bas 6kar medan héjden ar konstant. Om y
ar negativ ar vinkeln negativ och om z 6kar sa dkar vinkel (dvs ndrmar sig noll) pa samma sétt.

5. Lat v = [(1,2)|74(1,2) = 571/2(1,2). Riktningsderivatan av f i riktningen v blir da

Or 597,

0= fi(wy) =5"7%(1,2) - gradf(z,y) = 577(5, + 25

och vi ser att

of | ,of

890 8y =0

ar den sokta partiella differentialekvationen.
Ett exempel pa en l6sning ar f(z,y) = 2z — y.
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6. Med radiella koordinater i zy-planet kan paraboloiden beskrivas av z = r?. Omradet inne
i kuben och innanfor paraboloiden ar ? < z < 1 med vinkel 0 < v < 7/2. Volymen blir
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7. Berget har storst lutning dér |grad z(z, y)| &r maximal. Vi har
grad z(z,y) = e 2"V (—4z, —2y)
vilket ger
f(x,y) = lgrad z(z,y)* = e 72 (162° + 4¢°).

For att hitta de lokala maximipunkterna hos f soker vi punkterna dar dess partiella derivator
ar noll

fr = (320 — 82(1622 + 4y?))e ™= ~%" = (

£y = (8y — dy(162” + 4y?))e "2 =,
vilket ger de lokala extrempunkterna. Sedan kollar vi vilka av dem som ger storst véirde pa
f for att finna det globala maximivardet. Den forsta ekvationen ger alternativen x = 0 eller
4 — 162% — 4y*> = 0. Den andra ekvationen ger alternativen y = 0 eller 2 — 162% — 4y = 0.
Om z = 0 och y = 0 har vi f(0,0) = 0, alltsa &r det ingen maximpunkt. Om z = 0 och
2 — 1622 —4y? = 0 far vi y> = 1/2, dvs y = £271/2 och f(0,£271/2) = 2¢7!. Om y = 0 och
4 —162* —4y* = 0 far vi x = +£1/2 och f(+271,0) = 4e~!'. Alternativet 4 — 162 — 4y* = 0 och
2 — 1622 — 4y* = 0 har ingen 16sning. Vi ser att lutningen dr maximal i punkterna (£27%,0) i
riktningen (%1, 0).

8. Vi antar att F' och G ar C'-funktioner. Subtraktion av tva nirliggande punkter pa kurvan
ger

Fi(z,y,2)dx + F,(z,y, 2)dy + F,(2,y,2)dz ~ 0
G (v,y, z)de + G (2, y, 2)dy + G (2,y,2)dz ~ 0
och nar dxr gar mot noll far vi
Fi(x,y, 2) + Fy(x,y, )y (x) + Fi(x,y, 2)2'(z) =
Go(w,y,2) + Gy(z,y, 2)y (2) + G2y, 2)7 (z) =
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som ger en losning av y'(x) och 2'(x) om determinanten (F,G’, — F.G} )(w,y, z) ar skild fran noll.
Eftersom vi far en 16sning av ¢/(z) och 2/(z) kan vi da lokalt bestdimma y och z som funktion
av .

8b.Villkoret (F;G", — F.G})(o, Yo, 20) # 0 ger i detta fall

F; = —2yo
Fz,' = —220
G; = —4yo
G/z == 620

och (F,G’, — F.G}) (0, Yo, 20) = —12y020 — 8yo2o, sa villkoret blir ypzo # 0.

9. Lat v =27'2(1,1). Vi ser da att
uy(z,y) = v grad u(z,y) = 272 (u (2, y) + 1y (2,)) = 0,
dvs u ar konstant i riktningen v; jamfor med uppgift 5. For ¢t € R galler da att
u(z,y) = u((z,y) = t(1,1)) = u(z —t,y — 1)
och t =y ger 16sningen u(x,y) = u(z —y,0) = e~ (@9 for z € R och y > 0.

10. Den sokta volymen S, av enhetssimplex i R" &r integralen ijzo, ST ay< dzry...dz,.
Berdkna denna integral i R” genom att integrera i x, led fran noll till ett: for fixt z, ar
tvarsnittet ett simplex i R"! med sidlangden 1 — z,,, ty Z;:ll x; = 1 —x,. Tvarsnittets volym,

ijzo, St <1, dry . ..dx, 1, blir da (1 — z,,)" 1S, och den sékta volymen ar

1
STL = / (1 - xn)nilsnfldxn = nfl[_(l - wn)n/n](l) = Sn,l/n.
0

Vi ser att S; = fol dx; = 1 och rekursionsformeln ger

_ _ 1
Sn:Snlz Sn2 ::Sl

n n(n—1) nl  nl




