Losningar till tentamen i kurs SF1626 Flervariabelanalys 100524.
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1. De stationdra punkterna fas ur systemet 5 f
T=@y—yteat)et =0 )

oy
Ur (1) fas x=0 somi (2) ger y(2—y)=0 dvs punkterna (0,0) och (0,2).
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3. Ennormalvektor till ytan z = f(x, y) 1 punkten (a,b, f(a,b)) ér (l(a b) g ( ,b),—1).
o o

Tangentplanets ekvation i punkten ges da av a—(a,b)x + a—(a,b) y—z=C dir
x Y

C= ag(a,b)—i-bg(a,b)—f(a,b) . @: 6x—4y, g =—4x+2y ger, vid jamforelse
ox oy ox oy

med det givna planet, systemet: { Ur detta fas

=
—4a+2b=- b=1
C=8-2-6-1-f(2,1)=5#1 dvs det givna planet &r inte ett tangentplan till ytan.

6a—4b =28 a=2
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4. Ipunkten (1,0) fés 1:%:0, 1: >x .
ox  (x+y) y (x+y)

Riktningsderivatan i den givna riktningen ges dad av Vf'(1,0)-

= 5= V£(1,0)=(0,5) .

=3 . Eftersom

(4,3)
5

riktningsderivatans storsta varde i punkten (1,0) &r ||Vf (1,0)|| =5 finns ingen riktning
1 vilken den har vérdet 6 .
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6.

8.

Vi bildar lagrangefunktionen L(x,y,A)=x"+2y> -8y + A(x* + y> —6y) . De sokta
virdena antas 1 kritiska punkter till denna eller i punkter som 16ser systemet

Vg=0
{ £ 0 g(x,y)=x"+y> —6y . Detta system saknar 16sning och vi studerar allts&
g =

L' =2x+ 2 =0 ()
L',=4y-8+1Q2y—-6)=0 (2)
L',=x"+y> -6y =0 (3

Ur (1) fds x=0 eller A=-1.

x=0 geri 3): y(y—6)=0= y=0,6. Det ger punkterna (0,0) och (0,6) .
A=-1 geri (2): 2y-2=0=y=1.Ur (3) fisdd x> =5=x=+5.
Det ger punkterna (£4/5,1). £(0,0)=0, £(0,6) =24, f(£/5,1)=—1.

Det storsta vérdet ar alltsd 24 och det minsta ar -1 .

Skarningskurvans projektion pa xy — planet ges av
8—(x*+y*)=x>+y> = x* +y° =4 . Omradets projektion pa xy — planet, D , ir
di cirkelskivan x” + y*> <4 . Volymen av omradet R beriknas:
8—(x2+y?%) 2 2
I”dxdydz = ”dxdy j dz = 2”(4 — (x> +y*))dxdy = 2J-d6’J-(4 —r¥)rdr =167 ve.
R D D 0 0

x2+y?

Eftersom ai(e)r cosy+2x—2y)=e‘cosy+2= ai(e)r sin y+2y) é&r vektorfaltet
X v

ou ., .
—=e'siny+2y
konservativt. Vi soker en potential U : ax Den forsta

—=e"'cosy+2x—2y
Oy

ekvationen ger U(x,y)=e siny+2xy+ f(y) = aa—U =e cosy+2x+ f'(y).
y

Insittning i den andra ekvationen ger f7(y) =2y = f(y)=—y’ +C . Vi
Viljer C=0 och far potentialen U(x,y)=e"sin y +2xy — y* . Integralens virde
gesnuav U(0,2)-U(1,0)=sin(2)-4.

Vi observerar att funktionens definitionsomrade #r ellipsskivan 4x°> + y* < 4. Vi skall
undersdka inre punkter och randpunkter.



10.

4x

fi=y- ——=0 (D)
Ja-@x? + %) s |
Inre punkter: y-(D)-4x-2)=> y  —-4x" =0. Vifar
fr=xm—ee—=0 ()

Jad—(4x* +y7)

y=12x. Detta insatti (1) ger 2x(x1- %) =0 dir endast + tecknet dr mojligt.
1-2x

Vifir x=0 och v1-2x*> =1=> x=0. Det ger att origo ir den enda kritiska punkten.
Randpunkter: P4 randen giller f(x,y)=xy och y=+2y1-x> . Ur detta fis

g(x) = f(x,x2V1-x*)=r2xy/1-x* , —1<x <1 . Viundersdker nu denna funktions
1-2x°

2
storsta och minsta virde: g’(x)=+2(+/1-x> — al ) 12— = J_rL .
J1-x Jl-x V2

Det ger de kritiska punkterna (\/_ \/_) (\/_ ﬁ),( \/_ \/_) (- \/_ \/_)

Andpunkterna i definitionsomradet till g #r x=-1 och x=1. Det ger punkterna
(-1,0) och (1,0). Berdkning av funktionsvérdena i alla intressanta punkter ger vdrdena
f=-1,0,1o0ch2.Det minsta virdet r alltsd -1 och det storsta ar 2 .

Symmetri ger att integralen &r 2” _[ xyzdxdydz déar R’ idr tetraedern med spetsen 1 punkten
4

(0,0,1) och triangeln 0<x <1, 0<y<x som basyta. “Taket” ar planet z=1-x och

vi far
ZHIxyzdxdydz = 2”xydxdyl]xzdz =”xy[22 ];ﬁ dxdy = jx(l —x)* a’xjE ydy = %jx3 (1-x)’dx =
R' D 0 D 0 0 0
1
T 120

z=4(x> +y?%) L .
. Projektionen av denna pa xy — planet ges av

Skalens kant ges av { ) ,
z=x"+3y " +3

ellipsen 3x” + y*> = 3. Vatten borjar rinna 6ver den ligst beligna punkten (x,y,z) pa

skélens kant. D4 géller :

1. (x,y,z) ligger pa skdlens kant = z =4x” +4y°

2. (x,y,z) projiceras pa ellipsen 3x* +y° =3

3. z &r det minsta tal som uppfyller 1. och 2.

Vi soker det minsta virdet av z =4x> +4y° da 3x” + y* =3. Pa ellipsen ir

y?=3-3x"=2z=12-8x", —1<x<1. Minsta virdet antas i indpunkterna och ar z=4 .

Skélen kan alltsd maximalt fyllas till nivan av planet z=4. Vi berdknar volymen av den

kropp som begrinsas av planet z=4 och ytan z =4(x’ + y°). Planet skiir ytan lings en

kurva vars projektion pa xy — planet ges av 4(x” +y°)=4= x> +y’ =1. Om D ir om-

radet innanfor denna cirkel ges den sdkta volymen av



“ dxdy idz = ” (4—4(x* + y*))dxdy = {Polc'ira koord} = 4Td0j (1—-r*)rdr =2nve.
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