Tentamen SF1626, Analys i flera variabler, 2010-12-18
Svar och 16sningsfoérslag

1. Lat f(z,y) = ye® — y. Bestdm storsta och minsta vérde till f p& den slutna
kvadraten med hérn i (—1,—1), (—1,1), (1,—1) och (1,1).

Losning. f ar kontinuerlig i hela zy-planet och speciellt pa den slutna kvadraten
K med hérn'i (—1,—-1), (—=1,1), (1,—1) och (1,1), vilket medfor att f sikert antar ett
storsta och minsta varde pa K. Dessa extremviarden maste antas i antingen

1. en inre punkt, och eftersom funktionen &r 6verallt deriverbar maste detta ske i
en kritisk punkt,

2. en punkt pa randkurvan férutom hoérnen, eller
3. i hérnpunkterna.

L. f, = ye” och f, = e” — 1. Man ser direkt att
fi=0<+= y=0,f,=0 <= =0

s (0,0) ar enda kritiska punkt, och den ligger i det inre av K.

2. Vi soker efter mojliga extrempunkter pa linjestyckena som utgér K':s rand, ex-
klusive horn.

Kanten dar y = 1 parametriseras som x =t, y =1, —1 <t < 1, och f:s restriktion
till denna kant ges av h(t) = f(t,1) = ¢! — 1 med derivata h'(t) = e # 0, vilket gor att
extremvirden saknas langs denna del av randen.

Kanten dir y = —1 parametriseras som = = t, y = —1, —1 < t < 1, och f:s
restriktion till denna kant ges av h(t) = f(t, —1) = —e'+ 1 med derivata h/(t) = —e' #
0, vilket gor att extremvirden saknas ldngs denna del av randen.

Kanten déar x = 1 parametriseras som x = 1, y = ¢, —1 <t < 1, och f:s restriktion
till denna kant ges av h(t) = f(1,t) = (e — 1)t med derivata h/(t) = e — 1 # 0, vilket
gor att extremvérden saknas ladngs denna del av randen.

Kanten diar x = —1 parametriseras som *r = —1, y = t, —1 < t < 1, och f:s
restriktion till denna kant ges av h(t) = f(—1,t) = (1 — e)t med derivata h'(t) =
1 —e # 0, vilket gor att extremvirden saknas ldngs denna del av randen.

Alltsd maste storsta eller minsta virde antas antingen i den inre kritiska punkten
(0,0) eller i ndgon av hérnpunkterna. Vi jamfor varden:

F0,00=0, f(1,1)=e—1, f(1,-1)=1—e, f(-1,1)=1/e—1, f(=1,-1)=1—1/e.

Eftersom
e—1>1>1-1/e>0>1/e—1>1—¢

far vi
SVAR: Storsta véirde ar f(1,1) = e — 1 och minsta varde f(1,—1) =1 —e.




2. Berdkna den generaliserade integralen

[ )

genom att byta integrationsordning.

Losning. Ett forsok att berdkna integralen direkt ger inte négot svar eftersom

integralen
673?
dx
E

inte kan uttryckas i elementédra funktioner.

Man skall istéllet tolka hela ursprungliga integralen som en dubbelintegral. Eftersom
den inre integralen har grinserna y? < x < +oo far vi féljande olikhet som definierar
integrationsomrai planet: y?> < z. Omradet ligger till hdger om parabeln y?> = x. En
alternativ beskrivning av samma omrade dr olikheterna —/x < y < /z, 0 < z. De
ger oss nya granser for integralen dar den yttre integralen tas m a pa x och den inre
tas m a pa y:

/+oo Ve e~ 00 o \/_ o0
dx/ dy:/ — 2 xda::/ 2¢ " dxr = 2.
0 _vE VT o VT 0

SVAR: 2

3. For funktionen f(z,y) géller att grad f = (3z%y?+ v, 3xy? + 223y) och f(1,1) =
0.

(a) Bestam funktionen f.

(b) Bestdm riktningsderivatan av f i punkten (1,1) i riktning mot origo.

Losning. (a) grad f = (2, 20y = (3224 + ¢?, 3zy® + 223y). Vi far fran detta att

oz Dy
g_3x22+3:>f( )_32+ 3—|—h()
or Y Y T,Yy) =Y Ty Y)-

Vi deriverar detta uttryck for f m a p y och jamfér med g—i vilket ger
223y + 3xy® + B/ (y) = 3wvy* + 22°y = K/ (y) =0 = h(y) = C(konstant)

. Sa f(z,y) = 2%y* + xy® + C. Villkoret f(1,1) =0 ger C' = —2.

(b) v = —1/v/2(1,1) #r den enhetsvektor som avsatt i punkten (1,1) pekar mot
origo. Enligt sats kan nu den sockta riktningsderivatan berikans som

(Dyf)(1,1) = v -grad f(1,1) = —=1/v/2(1,1) - (4,5) = %\/ﬁ

_9\/5

SVAR: (a) f(z,y) = %y + 2y’ = 2 (b) —




4. Bestim andra ordningens Taylorpolynom till f(z,y) = In(z? + 3y?) i punk-
ten (1/2,—1/2), och berikna sedan med hjilp av detta ett approximativt virde pé
£(0.6,—0.4).

Losning. Vi infor beteckningen @ = (1/2,—1/2).

flz,y) =In(2® +3¢%),  f(Q)=In1=0
2z p

fal@,y) = Rl f:(Q) =

fyl,y) = %‘Ugy? £Q) =3

o) = 2EEIIZIE @) -
Ffe) = e Ja(Q) =3

foy(,y) = 6(:62(;;3512_)23 oW (@) = =3

Taylors formel ger nu sokt andra ordningens Taylorpolynom P(z,y)

Ple) = 1@+ £4Q) (- 5) + 1@ (u+5)
i (-3 var@ (1) (o 2) @ (o 2))
)L e )20

Vi approximerar f:s virde i punkten (0.6, —0.4) m h a P
£(0.6,—0.4) ~ P(0.6,—0.4)
1 3
= (0.6 —-0.5) —3(-04+40.5) + 5(0.6 —0.5)% +3(0.6 —0.5)(—0.4 4+ 0.5) — 5(—0.4 +0.5)?
= —0.18

SVAR: P(ay) = (3=4) =3 (s +5) + 5 (0= 9"+ 36— 1) -5 - 10+ 2)"
£(0.6, —0.4) ~ —0.18.

5. Kroppen K i rymden begrinsas av ytorna z = 2% + y? och 22 + ¢% + 22 = 2.
(a) (2p) Beskriv kroppen med hjélp av olikheter i antingen cylindriska eller sfariska

koordinater (valet ar ditt).
(b) (2p) Rékna ut integralen
/ / / zdxdydz
K
med hjilp av ett lampligt koordinatbyte.
Losning. Ytan z = 22 + y? #r en rotationsparaboloid med rotation kring z-axeln

och ytan 22 + > + 22 = 2 #r en sfar med centrum i origo och radie /2. Det &r klart
att kroppen beskrivs av olikheten

22+ y? <2< \2—a?—q2



Om man 6vergar till cylindriska koordinater z = rcos¢, y = rsing, z = z, far
man 22 + y? = r? och kroppen ges av olikheterna

r?<z<V2—-r2 0<¢<2rm.

Beskrivning i sfariska koordinater x = rsinfcos¢, y = rsinfsing, z = rcost
ar lite svarare. Vi far 22 4+ 32 = r2sin? 0 och olikheterna som beskriver kroppen blir
da 0 < ¢ < 27 (det #r villkor som ger oss rotation kring z-axeln), r < /2 (vilket

motsvarar z < /2 — 2% — y?) och

r?sin®6 < rcosb,

(vilket motsvarar x? + y? < z). Vi ser att den sista olikheten ger oss

cos
,

sin?@’

Denna olikhet och villkoret r < v/2 skall uppfyllas samtidigt och man méste skilja pa
tva fall:
Fall 1: <% < /2. Man ser att detta motsvarar T < 0 <

25 < . For sddana 6 far man
villkoret

ol

cos

r < — .
sin® 6

Fall 2: <% > /2. Man ser att detta motsvarar 0 < 6 < Z. For sddana 0 far man

sin® 0
/ / / zdxdydz.
K

villkoret r < v/2.
Nu berdknar vi integralen

Det ar lattare att anvinda cylindrical koordinater. Olikheten

r?<z<V2—1r2

kan uppfyllas endast om r? < /2 — 12 vilket ger oss villkor r < 1. Integralen blir (vi
glommer inte Jakobian J = r)

2 1 V2—r2
/// zd:cdydz:/ dgb/ dr/ z-rdz =
K 0 0 72

ENE

SVAR: (a) se ovan (b) =

6. En partikel som paverkas av kraften F(z,y) = (2ze™¥,x — x%e™Y) ror sig lings
parabeln y = 4 — 2? fran punkten (2,0) till punkten (—2,0). Beréikna det arbetet som
kraften utrattar.

Losning. Kraftens arbete ges av kurvintegralen

/ (2ze ™ dx + (z — 2”e7Y) dy) ,

~



dar  ar parabelstycket given i uppgiften. Vi kompletterar kurvan + till en sluten kurva
genom att addera intervallet C' pa x-axeln fran punkten (—2,0) till punkten (2,0). Lat
v1 beteckna erhallna slutna kurvan.

Enligt Greens formel kan integralen langs v, férvandlas till dubbelintegralen

[ (5 5) e

dir D #&r omradet mellan parabeln y = 4 — 22 oxh z-axeln och vi riknar

oQ 0P _ _
T o1 2pe V4 2ze Y = 1.
ox dy e e

Dubbelintegralen blir d& arean av omradet DD som riknas m h av envariabelintegralen

Vi har saledes

2
/ (2ze™dx + (z — 2%e™Y) dy) + / (2ze ™ dx + (x — 2’e7Y) dy) = %
¥ c

Det aterstar att undersoka integralen langs intervallet C'. En parametrisering av C' ar
r=ux,y=0o0ch -2 <z <2 vilket ger dy = 0 och

2
/ (2ze ™ dx + (z — 2e7Y) dy) = / 2xdr = 0.
c

—2

Alternativt kan man berdkna kurvintegralen direkt genom att parametrisera pa-
rabelbagen pa lampligt sitt, och sedan utnyttja att tvd av de tre resulterande en-
kelintegralerna adr udda funktioner 6ver ett origo-symmetriskt interval och foljaktligen
=0.

SVAR: 32/3

7. Lat f(x,y,2) = 2yz + x2° + 5.

a) Visa att nivaytan f(x,y,2z) = 0 kan beskrivas som en funktionsyta pa formen
z = h(z,y) i en omgivning till punkten (1,2, —1). (2p)
I vilken riktning véxer funktionen f snabbast om man befinner sig i punkten

()
(1,2,-1)? (1p)
(c) I vilken riktning vixer funktionen h snabbast om man befinner sig i punkten (1,2)?
(1p)

Losning. (a) Vi kontrollerar forst att f(1,2,—1) = 0.

Vi berdknar sedan ? = 2y + 3z2? och finner att %(1, 2,-1)=4+3=T7#0.

z

Enligt implicita funktionssatsen géller d& att det finns en funktion h(x,y) definerad
i en omgivning till (1,2) sddan att f (z,y, h(z,y)) = 0, dvs niviytan f(x,y,z) = 0 kan
skrivas som funktionsytan z = h(z,y) i en omgivning till punkten (1,2, —1).



i o _(Of of of
(b) f véxer i en punkt P snabbast i riktningen V f(P) = (8x (P), By (P), P (P))
of _ s 0f _,  Of _ )
8:1:_2’ ay—Qz, az—2y+3x2.

Alltsa vaxer f i punkten (1,2, —1) snabbast i riktningen
V1,2, -1) = (~1,-2,7).

(c) h vaxer pa motsvarande sitt i punkten (1,2) snabbast i riktningen VA(1,2). Vi
har att

oh % 23 b oh 3—5 —2z
_— " =" - ocC _——_—_—— = ———
ox g—J; 2y + 322 oy % 2y + 322

7T
SVAR: (a) Se ovan (b) (—1,—2,7) (c) (1,2) .

1 2
s& foljaktligen &r Vh(1,2) = ( )

8. Ett champagneglas tillverkas i form av en rotationsyta som fas om parabelstycket
2z =2x% —2cm < z < 2cm i xz-planet roterar ett varv kring z-axeln. Glasets tjocklek
varierar med hojden sé att ytdensitet dr p = \/ﬁ g/ cm’ pa hojden z. Bestam glasets

massa.

Losning. Massan ges av ytintegralen

e oo ff

dir Y #r rotationsytan som beskriver glaset. Att 6verga fran parabeln z = 222 till rota-
tionsytan kring z-axeln innebéar att ersiatta koordinaten x med cylindriska koordinaten
r = y/x? + y2. Alltsa, ytans ekvation dr z = 2(2% + y?) och variablerna (x,y) ligger i
cirkelskivan C' : 22 + 2 < 4.

Parametriseringen av ytan blir d& z = z, y = y, 2z = 2(2® + y?), dir vari-
ablerna (z,y) (som &ven fungerar som parametrar) ligger i cirkelskivan C. Ytare-

aelementet ges av standardformeln dS = /1 + 2% + z.q’f dzxdy, vilket ger oss dS =

V1 + 1622 + 1692 dxdy.
Massan blir da

1+ 1622 + 1632
M:// V14 1622 + 16y ://1dxdy:Area(C’):47T.
o /14 16(x% + y?) c

SVAR: 4n




9. (a) Berdkna med hjalp av Gauss sats (Divergensatsen) flodet av vektorfaltet

F(z,y,z) = (x,y,2) ut ut den kropp som begriinsas av ytorna z = 1 — 2% — 3* och
z=0. (2p)
(b) Berdkna den del av flodet som gér igenom den buktiga delen av begrisningsytan i
(a). (2p)

Losning. (a) Vi betecknar med K den givna kroppen, och med 0K dess rand.
De tvA begransningsytorna till K skir varandra i zy-planet (z = 0) ldngs cirkeln
4y =1.

Om N betecknar det utatrikatade enhetsnormalfaltet pd 0K géller att

® = F:s flode ut ur K eizition / / F. N g Grrssats / / / div FdV.
oK K

Vi har att div(P,Q, R) = P, + Q, + R, sa divF =1+ 1+ 1= 3. Alltsa ar

o = 3/// av = 3// (1—2*—y?) dwvdy = [byt till polira koord. och berikna] = ST
K $2+y2§1 2

(b)

// F.-NdS = //F NdS — // F-NdS.

buktiga ytan plana bottenytan

Vidare giller att
// F-NdS = // (x,y,2) (0,0, —1) dedy = // —zdzxdy = 0.
plana bottenytan 22492<1,2=0 224y2<1,2=0

eftersom z = 0.

SVAR: (a) 37/2 (b) 37/2




