SF1626 Flervariabelanalys
Tentamen 8 juni 2011, 08.00 - 13.00
Svar och 16sningsforslag

(1)

DEL A
a) Bestdm en ekvation for tangentplanet till ytan z 4+ xy%2® = 10 i punkten
(z,y,x) = (1,-1,2). (3p)
b) Punkten (x,y,z) = (1.1,—0.9,¢) ligger pa ytan z + xy?z3 = 10. Bestim med
hjdlp av det tangentplan som berdknats i a) ett approximativt virde pa t.  (1p)

Lésning: a) Lat f(z,y,2) = 2z + 23?23, Ytan #ir da nivaytan f(z,y,z) = 10.
Eftersom f(1,—1,2) = 10 ligger punkten (z,y,x) = (1, —1,2) verkligen pa ytan. Vi
bestdmmer de partiella derivatorna av f i (z,y,z) = (1, —1,2).

iz, y, 2) = y?2° = f1(1,-1,2) =8
fyla,y, 2) = 2xy2° — f,(1,—1,2) = —16
filw,y,z) =143z = fI(1,-1,2) =13
Det sokta tangentplanet har alltsa ekvation
8(z — 1) — 16(y + 1) + 13(z — 2) = 0 <= 8z — 16y + 13z = 50.

b) Ett approximativt vérde till ¢ fas genom att bestdimma det tal s som dr sadant
att (z,y,2) = (1.1, —0.9, s) uppfyller tangentplanets ekvation.

4
B(L1— 1)~ 16(-0.9+1) +13(s =2) =0 &= s =2+ — ~21

Svar: a) 8z — 16y + 132 =50 b) t ~ 2+ & ~ 2.1.

Berdkna volymen mellan ytan z = /1 — 22 — 92 och det omrade i zy-planet som
bestéims av olikheterna 2% +y*> < 1, x +y > 0 och y > 0.

Losning: Lat K vara den kropp vars volym skall beréiknas och lat D vara omradet
i ry-planet som ges av olikheterna 2% +¢y* < 1, z +y > 0 och y > 0. Omradet D
ges 1 poédra koordinater av r < 1 och 0 < ¢ < 37/4. Volymen Vol(K) ges da av

Vol(K) = //D V1—22 — 2 —0dady = // V1= r2rdrdg

0<r<1,0<¢p<3m/4
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(3)

Lat f(x,y) = 2%y*. Berikna riktningsderivatorna
e f/(1,1) da u dr en enhetsvektor som #r tangetvektor till kurvan z%y* = 1 i
punkten (1,1);
e fl(1,1) da v &r en enhetsvektor som har positiv z-komponent och &r ortogonal
mot kurvan z3y* = 1 i punkten (1,1).

Losning: Losningen bygger pa det kéinda faktumet att grad f(a,b) &r ortogonal
mot f:s nivakurva genom punkten (a, b).

Eftersom u #r parallell med med kurvan z3y* = 1 i punkten (1,1) &r u ortogonal
mot grad f(1,1). Vi far

fo(1,1) =u-grad f(1,1) =0

eftersom skaldrprodukten av tva sinsemellan ortogonal vektorer ar = 0.
v &r en enhetsvektor parallell med grad f(1,1) . Vi har att

grad f(z,y) = (32°y", 42%y°) = grad f(1,1) = (3,4),
1
och alltsa dr v, som ocksa ska positiv z-komponent, = 5(3, 4). Vi far

fr(1,1) =v-grad f(1,1) = %(3,4) (3,4)=5
Svar: a) 0 b) 5.

DEL B

De reellviarda funktionerna av tva variabler fi, fo, f3, f1 har kontinuerliga partiella

derivator av alla ordningar i hela R? och har Taylorpolynom av grad 2 i origo enligt

nedan:

f1 har andra gradens Taylorpolynom p; (z,y) = 22 + 2y*> + = + y i origo.

f2 har andra gradens Taylorpolynom py(z,y) = 47 — 5z* + 3zy — y* i origo.

f3 har andra gradens Taylorpolynom ps(z,y) = 2% + 10zy + 2y i origo.
(z,y

f4 har andra gradens Taylorpolynom py(z,y) = 4z* — 3y? i origo.

Avgor om nagon eller nagra av funktionerna f1, fo, f3, fi har en lokal extrempunkt
i origo. Avgor i sa fall ocksa om mojligt vilken typ av extrempunkt det &r.

Losning: Eftersom funktionen f; har partiella derivator i origo som bada &r 1
(#0) sa har f; ingen lokal extrempunkt i origo.

For funktionen f5 dr bada partiella derivatorna 0 i origo. Vi studerar i funktionens
Taylorpolynom den kvadratiska formen —5x2 + 3zy — y*> = —5(2? — (3/5)ay +
(1/5)y?) = —=5[(z — (3/10)y)? + (11/100)y?] som tydligen ir negativt definit. Alltsa
har fy en lokal maxpunkt i origo.



3

For funktionen f3 dr bada partiella derivatorna 0 i origo. Vi studerar i funktionens
Taylorpolynom den kvadratiska formen z? + 10xy + 2y* = [(z + 5y)? — 23y?%] som
tydligen &r indefinit. Alltsa har f3 en sadelpunkt och ingen lokal extrempunkt i
origo.

For funktionen f, dr bada partiella derivatorna 0 i origo. Vi studerar i funktionens
Taylorpolynom den kvadratiska formen 422 — 3y? som &r indefinit. Allts& har fy en
sadelpunkt och ingen lokal extrempunkt i origo.

Svar: Den enda av funktionerna som har en lokal extrempunkt i origo ar f; som
har en lokal maxpunkt dér.

Berékna trippelintegralen / / / xdrdydz da K ar den tetraeder som begrinsas av
K
koordinatplanen och planet 2x + 3y + 6z = 6.

Losning: Tetraedern har sina hérn i punkterna (0,0,0), (3,0,0), (0,2,0) och
(0,0,1). Den sida av tetraedern som ligger i xy-planet &r en triangel begriansad av
x- och y-axlarna samt linjen 22 + 3y =6 dvs y =2 — %x Det foljer att

3 27%:1: lf%zféy
/// rdrdydz = / / / xdzdydx
K o Jo 0
3 r2-3e 3 272(1-%x)
1 1 1 3
o Jo 3 2 0 3 41,
3 1 2 3 1 9
:/Ox(l—gx) dx:/0§x3—§x2+xdx:~~:%
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Svar: 2

En partikel ror sig lings den plana kurvan y = 3z —2 fran (2,4) till (1,1) i ett kraft-
T Y
(22 + y2)3/2’ - (22 + y2)3/2)'

falt som paverkar partikeln med kraften F(z,y) = (—

Berakna det arbete som kraftfaltet utrattar.

Losning: Pa grund av symmetri ser man direkt att

O(_y N_9(_ -
or (m2+y2)3/2 _8y (x2+y2)3/2

for alla (z,y) # (0,0). Det foljer att kraftféltet dr konservativt i varje enkelt sam-
manhéngade omrade som inte innehaller origo, speciellt kan var kurva inneslutas
i ett sadant omrade. Med standarmetod, eller genom inspektion, finner man en
potentialfunktion U(x,y) = (2 + 3?)~/2. Det utforda arbetet ges da av
1 1
A:/F-dr:U ,1)-U(2,4) = —= - —.
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Svar: 1/\/5— 1/\/%

DEL C

(7) For ett visst sviingande trumskinn, givet av z? + y*> < R?, giller att sviingnings-
amplituden u(z,y) uppfyller Helmholtz ekvation

dér ¢ ar en konstant. Av symmetriskédl kan man férvénta sig l6sningar av formen
w(z,y) = f(\/2?+ y?), for nagon funktion f av en variabel. Visa att en sadan
16sning f maste uppfylla differentialekvationen

F)+ 50+ () =0,

. : ou . .
Losning: Vi bestdmmer forst 9 i termer f och dess derivata.
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Vi bestammer pa motsvarande sétt

@_Q (V22 + 12)
or2  Ox Ty

dar vi har infort beteckningen r = /22 + y2.
Pa grund av symmetri i z och y fas ocksa
0%u

o = g+



Insdttning i Helmholz ekvation ger
y?

P05+ POV + PO+ P05 + ) =0 =

f//()x +y° +y

+f (?")x
() + ;f’(r) +f(r)=0  VSB

+A2f(r)=0 <

(8) Berdkna trippelintegralen / / / cos z + sin z drdydz da B ar det omrade som be-
B
stdms av olikheterna # > 0, y > 0 och 2 +y% + 22 < 4.

Losning: Omradet B bestar av den del av klotet med medelpunkt i origo och
radie 2 som ligger 6ver, i och under forsta kvadranten i zy-planet. Eftersom B éar
symetriskt med avseende pa planet z = 0 och sin z a4r en udda funktion i z f6ljer att
[[[5sinzdxdydz = 0. For att berdkna [ [, cos z dedydz beskriver vi B i sfiriska

koordinater
x =1rcos¢sinf 0<r<2
y=rsingsind , S 0<o<3
z=1rcosf 0<o<nr
Detta ger

/// cos z + sin z dxdydz = /// cos z dxdydz = /// cos(r cos 0) 2 sin Odrdgpdo
B B
:/ d(b/ (/ % cos rcos@)sm@d@) dr

Den inre §-integralen berdknar vi med substitutionen u = r cos @ (r halls hir kon-
stant), du = —rsin @, och med nya grénser u(0) = r och u(mw) = —r. Minustecknet
i du forsvinner genom omkastning av integrationsgréanserna. Vi far

/TQCOS(rcosﬁ)sinﬁdezr/ cosudu = 2rsinr
0

-r

vilket ger

2
/// cosz+sinzdxdydz:g~2/ rsinrdr = wlsinr — rcosr]d = 7(sin2 — 2cos 2).
B 0

Svar: 7(sin2 — 2 cos 2)




(9) Lat f : R — R och g : R — R vara tva kontinuerliga funktioner sadana att f < g,
f(a) = g(a) och f(b) = g(b), och lat P : R?* — R vara en funktion med kontinuerliga
partiella derivator. Visa, utan att anvédnda Greens formel, att

/ (x,y)dx = // — dz dy,

dir D = {(z,y) € R*: f(z) <y < g(x), a <x < b} och v éir randen D orienterad
moturs.

(Pastaendet i uppgift 9 dr ett specialfall av Greens formel och kan anvéindas som
ett steg i ett bevis av den generella formuleringen av Greens formel.)

Losning: Lat v, vara kurvan y = f(x), a <z < b, dér vi tar « som kurvparame-
ter 16pande fran a till b, och at v, vara kurvan y = g(z), a < x < b, dér vi aterigen
tar x som kurvparameter men nu lépande fran b till a. Da &r v = v, + 75 och

VL.:AP(x,y)dx:/ P(J:,y)dx—i—/ P(a,y) da

71 72

= [Pt [(Peg@nar= [P ) - o) i

Vi jobbar nu med hégerledet, och utnyttjar att D = {(z,y) € R? : f(z) <y < g(x), a <z < b}
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