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DEL A

1. En kulle beskrivs approximativt av funktionen

h(x,y) = ———
V= T ey
i lampliga enheter dir A(x, y) dr hojden. Om du befinner dig i punkten (1, 1, 1) pa kullen,
i vilken riktning, i xy-planet, skall du ga for att ga brantast nedat? 4p)
Losningsforslag. Vi soker — grad (1, 1),
oh 30x ah(l 1 = 30 6
ox  (1+3x2+ %)’ ox 25 5
oh 10y ah(l 1 = 10 2
dy  (1+3x2+ %) ay 25 5

Det lutar brantast i den riktning som ges av (£, £).

Svar. I den riktning som ges av (g

vt

).
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2. Bestim integralen av f(x, y) = x>y over triangeln med horn i (0, 2), (4, 0) och (=4, 0).
(4 p)

Losningsforslag. Eftersom funktionen f &r en jamn funktion i x-led, dvs.
f(=x.y) = f(x. ),

och triangeln dr symmetrisk kring y-axeln kan dubbelintegralen av f 6ver triangeln skrivas
som

” f(x,y)dxdy = 2” S(x,y)dxdy
D

D,
dir D ér triangeln och D, den triangelhalva till hoger om y-axeln.
y y
0,2) 0,2)
» X I R 11’: ,,,,,,,,,,,,,,, X
(—4,0) (4,0) (0,0) 4,0)
|
Dérmed ar
; 4 2—x/2
J f(x,y)dxdy =2 <J xzydy> dx
JIp Jo \Jo
r4 2 12-x/2
=2 x? [ Y ] dx
Jo 2 1o
r4 1 2
=2 xz-—<2——> dx
0 2
=2 (2x2 X+ éx“) dx
Jo
2x3 xt x4
T34 T 40 ]o
128
15
128
Svar. —

15
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3. Ett vektorfilt F = (P, Q) i omradet x, y > 0 i planet ges av formlerna

2x 1 1 2y ax
P(x,y)= —=———-——— och xX,y)=——+—.
ey =7 R, Qx.y) = 7 i
For vilka virden pa parametern a dr vektorfiltet konservativt? Bestim en potential till
vektorfiltet for sddana a. 4 p)

Losningsforslag. Eftersom filtet F &r definierat pa ett enkelt ssmmanhingande omrade sa
har det en potential om och endast om

00 oP
ox  ody’
Vi beridknar
@ — _2—y - 2x + i’
0x (x2 + y?)? y?
a_P = _2—x . 2y + i
ay  (x2+y?)? »

och ser att filtet dr konservativt bara om a = 1. En potential U i detta fall uppfyller
ou  2x 1 1
ox X2+’ x
ou 2y X
FIREE TR
Den forsta av dessa ekvationer ger

U(x,y) =In(x*+y*) —Inx — 3 +V(y)

for nagon funktion ¥ (y). Den andra ekvationen ger sedan
2y + i = ()_U = 2)/'

x2+y2 g2 dy  x2+)2

eller V’(y) = 0. En 16sning pa denna ekvation #r V' (y) = 0, och alltsa &r

x !/
+ "y +V (y)
y
2., .2 X
Ukx,y)=In(x"+y")—Inx — —
y
en potential. (Alla andra potentialer fas genom att ligga till en konstant.)

Svar. Filtet dr konservativt om och endast om a = 1. En potential dr

Ux,y)=In(x*+y*) —Inx — f.
y
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DEL B

4. Berikna arbetet som en partikel utfor d4 den genomldper kurvan I' given av 4x? + y? = 4
ett varv moturs i kraftfiltet F = (y 4+ 3x, 2y — x). “4p

Losningsforslag.
Metod 1 (Greens formel)

Arbetet ges av

W = J F - dr = { Greens formel }
r
0 0
=” <—(2y—x)——(y+3x))dxdy
{4x2+y2<4} ox ay

=-2 JJ dx dy
{4x24+y2<4}

= —2area (ellipsen (xX*+y*/4 < 1})
=-2-n-1-2=—-4n.

Metod 2 (Parametrisera I')

Kurvintegralen kan berdknas med
b

J F -dr =J F(r()) -drt)
r

a

dér ¢ — r(t) dr en parametrisering av " och ¢: a — b dr parameteromradet.
Kurvan I 4r en ellips centrerad kring origo med halvaxlar 1 och 2 i x- resp. y-riktningen
och kan parametriseras som

r(t) = (cos t,2sint), for t: 0 - 2,
och da ér

F(r(1)) = (2sint +3cost, 4sint — cost),

dr(t) = d;(tt)

dt = (— sint, 2 cos t) dt.
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Arbetet blir
2
W = J F-dr=| (2sint+3cost,4sint —cost) - (—sint,2cost) dt
r Jo

r27

= (—25in2t—SSintcost+costsint—ZCoszt) dt
Jo
2 2r

= (—2)dt+5J costsint dt
Jo 0

=—4r+0=—4r.

Svar. —4r
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5. Bestiam det storsta och minsta virdet av funktionen

f(x,y) = yx* +5y°
pd omradet Q = {(x,y): x> +5y° < 1,x >0,y > 0}. 4 p)
Losningsforslag. Funktionen f &r ett polynom och dr dirmed en kontinuerlig funktion.
Olikheten x*> + 5y* < 1 definierar en ellipsskiva centrerad kring origo med halvaxlar 1

och 1/v/5 i x- resp. y-riktningen. Omradet Q, som r den del av ellipsskivan som finns i
forsta kvadranten, dr diarfor bade en begrinsad och sluten mingd, dvs. en kompakt miangd.

y
A

_ A5
BrEEN
- X

Eftersom f #r kontinuerlig och Q #r en kompakt mingd sa vet vi att f antar ett stérsta och
ett minsta viarde pa omradet Q.

Dessa virden antar f i foljande typer av punkter:
(a) inre stationdra punkter,
(b) lokala max- och minpunkter pa randen

Vi undersoker dessa fall.
(a) I en inre stationédr punkt &r

grad f(x,y) = (2xy, x>+ 15y2) = (0,0),
vilket ger oss ekvationssystemet

2xy =0,
x> +15°=0.

Den andra ekvationen dr bara uppfylld nir x = y = 0, och eftersom den forsta

ekvationen da ocksa #r uppfylld sa ir (0, 0) den enda inre stationéra punkten och dér
ar £(0,0) = 0.
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(b) Randen till omradet bestar av tre kurvstycken: y; (intervallet [0, 1] pa x-axeln), y,
(intervallet [0, 1/v/5] pd y-axeln) och y; (kvartsellipsen fran (0, 1/v/5) till (1, 0)).
y

|

‘ 7

V3
V2

Vi undersoker respektive kurvdel:
e Piy dr f=0.
e Linjestycket y, kan vi parametrisera som (x,y) = (0,7) dir 0 < ¢ < 1/\/5
Problemet kan da formuleras som

maximera f(t) =5 for 0 <t < 1/V5.

Detta polynom har max/min antingen dir f(¢) = 15¢ 4r noll (dvs. ¢t = 0) eller
i andpunkterna t = 0 och t = 1/4/5.
I dessa punkter ir £(0) = 0 och f(1//5) = 1/4/5.

e Vi parametriserar ellipsstycket y; som
1 /4
(x,y) = <cost,— sint), dir 0<r< —.
V5 2

och optimeringsproblemet pa denna kurvdel blir

1
maximera f (1) = ﬁ sint for 0<t<x/2.

Max och min antas antingen dir f'(t) = (cost)/+/5 dr noll (dvs. t = z/2) eller
i dndpunkternat = O och t = 7 /2.
I dessa punkter ir £(0) = 0 och f(7/2) = 1/v5

Det storsta och minsta virdet av f i omradet Q ir alltsi 1//5 resp. 0.

Svar. Storsta virde dr 1/4/5 och minsta virde ir 0.
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6. Bestam flodet av vektorfiltet F = (xz, yz. z(1 — z)) genom ytan .S ddr S &r cylinder-
ytan {(x,y,2): x> +3*=1,0< z < 2}. 4 p)

Losningsforslag. Lat N vara den utatpekande normalen. Da ges flodet av

” F-NdS = ” F(r(s.0) - (r, x r)) dxdt
N D

om (s, t) — r(s,t) dr en parametrisering av .S och D dr parameteromradet for (s, 7).
Vi parametriserar .S med

r(s.t) = (cosf,sinf,z), dirD:0<60<2r,0<z<2,

och da ar

ry0.z) = (— sin @, cos 0, O),

r.(6,z) =(0,0,1),

r,xr,=(—sinf,cosf,0) x (0,0,1) = (cos 0, sin0, 0).
Flodet blir

2
J (z cos® @ + zsin’ 9) dz> do

” (zcos,zsin6, z(1 — z)) - (cos 6, sin 6, 0) d6 dz
D
0

2

|
=2ﬂ[%]z=4n’.

Anm. Ett alternativt 16sningssitt dr att sluta ytan med plana cirkelskivor och anvinda
Gauss sats. Flodet genom botten dr O och toppen dr —27.

Svar. 4n



SF1626 Flervariabelanalys — Losningsforslag till tentamen 2012-10-19 9

DEL C

7. Masstitheten for en gas ges av
c

o(x,y,2) = ,
(x2 +y2 + 12)5/2

dir ¢ ar en fysikalisk konstant. Gasen befinner sig i rummet utanfor ett klot som ges
av x>+ y* + z> < 1, dvs. i mingden K = {(x,y,z): x> + y*> + z> > 1}. Beriikna gasens
totala massa uttryckt i c. “4p)

Losningsforslag. Massan ges av den generaliserade integralen

M = JJJ o(x,y,2)dxdydz
K

JJJ dx dydz
=c
K (24 )+ 2P

= { Rymdpolira koordinater }

4 2 )
1
= sin0do | d 2.
CL L (le g (”2)5/2

Svar. 2zc
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8. Betrakta ekvationen

X+y+z=-sinxyz (%)

a) Visa att genom ekvationen () defineras en funktion f i en omgivning av (x,y) =
(0,0), sa att () #r ekvivalent med z = f(x, y) i en omgivning (0, 0, 0). 2p)

b) Bestim en ekvation for tangentplanet till ytan z = f(x, y) i origo. 2p)

Losningsforslag.
a) Definiera funktionen F(x, y, z) genom

F(x,y,2) =x+y+z-—sinxyz.

D4 beskriver ekvationen (*) nivdytan F(x, y,z) = 0. Funktionen F ir av klass C'!
och punkten (0, 0, 0) ligger pa nivaytan (x). Vidare &r

oF
—(0,0,0) =1—xycosxyz
0z (x,.2)=(0,0,0)

=140,

sa implicita funktionssatsen garanterar att det finns en funktion f(x, y) s att nivaytan
ar lika med grafen z = f(x, y) nira (0, 0, 0).

b) Eftersom ytan z = f(x, y) dr lika med nivaytan F(x, y, z) = 0 nira origo sa ges dess
normalvektor i origo av

grad F(0,0,0) = (1 —yzcosxyz, 1 — xzcosxyz,

1 —xycos xyz)
(x.y.2)=(0.0,0)
= (1,1, 1).

Tangentplanet i origo har alltsa normalvektorn (1, 1, 1) och ges av ekvationen

(LLL)-(x,y,2) =x+y+z=0.

Svar. b)x+y+z=0
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9. Ett elektriskt laddat skal .S utgors av den del av halvsfiren xX>+y’+72=1,y>0som
begrinsas av planen z = 1/v2 och z = —1/4/2. Laddningstitheten ges av

y
q(x,y.2) = :
x2 + y?
Berikna skalets totala laddning
0= || acvy.0as “p)
s
Losningsforslag. Halvsfirens ekvation kan skrivas som y = 1/1 — (x? + z2), dvs. som en

parameterytan med x och z som parametrar,

(x.2) P (x, V1= (x*+2%).z).

Da blir ytans arealement

dS = 1+ (V)2 + (V,)? dx dz

2 2
= 1+< — )+< < )dxdz
dx dz
Ytans projektion D i xz-planet dr omradet som i x-led begrinsas av cirkelbagarna x =
+4/1 — z2 och i z-led av linjerna z = £1/4/2. Vi observerar att x*> + y> = 1 — z2 pA S och
darfor ar

0= J — Y s
s /X2 +y?

B J’ dx dz
JIp\/1-272
c1/V2 (J\/l—zz > dz

= dx | —=

2

J-1v2

—A/1-7

1/v2
= ZJ dz
-1/V2

=212

Anm. Ett alternativ dr att anvinda sfiriska koordinater.

Svar. 2v2




