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Tentamensskrivning i Diff & Trans |, 5B1200 och 5B1220.
Lérdagen den 30 oktober 2004, kI 0900-1400.
Hjédlpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sadant satt att berdkningar och resonemang ar latta att foélja.
Svaren skall ges pa reell form.
Del 1 ar avsedd for betyg 3 och omfattar 6 block(uppgifter).
Foér godkant kravs att alla 6 block ar godkénda.
OBS!
GODKANDA BLOCK TILLGODORAKNAS FRAN SOMMARENS REPETITIONSKURS SAMT
TILLHORANDE OMTENTAMEN HOSTEN 2004.
OBS!
Detta sker enligt foljande: Godkant block nr i ger uppgift nr i godkand, i=1, 2,...6.

| en populationsmodell dr den_relativa tillvixthastigheten , som funktion av antalet djur, P(¢), ett
forstagradspolynom , namligen en konstant, @, minus antalet djur ganger en annan konstant, b.
L dP®) _ o\ _ppsy |
P(t) dt
Denna modell justeras genom att ett konstant antal djur per tidsenhet, /i, avlidgsnas.
APW) _ 4 bP(t)P() .
dt
Lat konstanterna darefter vara 5, 1 respektive 4.
Studera langtidsbeteendet for olika startvarden pa populationen.
Ldsning:
Satt in de givna konstanterna i differentialekvationen.

D4 erhlles ”CZZ—I; =(5-P)P-4=-P +5P-4=(P-1)(4-P).

Konstanterna ar positiva. Da erhalles

Den justerade matematiska modellen blir

Vi bestammer forst kritiska punkter och studerar darefter derivatans tecken.
| de kritiska punkterna ar derivatan lika med noll.

Vi erhaller tva kritiska punkter P=1, P =4.

Nu oOver till studie av derivatans tecken.
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[F{) >1: Pt)—4, t—
Vi far foljande population efter lang tid med startpopulationen Ry : {F =1: P(t)—=1, t—
|B <1: P()—0, 1—
R >1: Pt)—4, t—
SVAR: B =1: P(t)—1, t—
|B <1: P()—0, 1 —

Block?.
Bestam allménna I6sningen till differentialekvationen

36 T
+9y = , 0<x<—
y y 3 3.

Lésning:
Den allmanna Iésningen bestar av allménna homogena I6sningen plus en partikular 16sning.
Den allminna homogena I6sningen &r y, = Acos3x + Bsin3x .

For att erhalla en partikularlosning anvandes metoden variation av parametrar.
Vi ansitter y = u(x)cos3x + v(x)sin3x.
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Variation av parametrar ger oss féljande system:
cos3x sin3x \ u’\ (0 \
=136 |

\

-3sin3x 3cos3x)
sin3x/

Los ut ' och v'.

0 sin3x cos3x 0

,__Isin3x 308 3x _—36_ 2 , —3sin3x sin 3x _36cos3x_ 3cos3x

cos3x sin3x 3 ’ cos3x sin 3x

"~ 3sin3x sin3x

—3sin3x 3cos3x —3sin3x  3cos3x
Integration ger u = —=12x och v =41In|sin3x] .

Partikularlésningen blir y, = —12xcos3x + 4ln|sin3xfsin3x .

Den allménna I6sningen &r y = Acos3x + Bsin3x — 12xcos3x + 4Inlsin 3x|sin 3x .
SVAR: y= Acos3x + Bsin3x —12xcos3x + 41nlsin 3x|sin 3x .

Block3.

Bestdm den 16sning till differentialekvationen y" +2y" + 5y =5U(t -3)

som uppfyller villkoren y(0) =1 och y'(0) = 3. Har ar U(t — 3) Heavisides stegfunktion.
Lésning:

Laplacetransformera:

2 ’ 5 -3s
sY(s) =sy(0) —y'(0)+2(sY(s) — y(0))+5Y(s) = ;e

5
(s°+25s +5)Y(s)=s+3+2+=¢"
S

s+5 5 Y s+1+4 1 s+2 35
Y(s) = 5 + 3 e =—2+{——2—
sT+25+5 s(sT +2s+5) (s+D)"+4 |s s +25s+5
Atertransformera:

y(t) = e {cos2t +2sin2t} + U(t - 3){1 —e " P(cos2(t-3) + %sin2(t - 3))}
SVAR:
y(t) = e {cos2t +2sin2t} + U(t - 3){1 — eV (cos2(t - 3) + %sinZ(t ~ 3))}

Block4.
. (-2 -5
Bestam allminna I8sningen till systemet X' = L0 X.

Vad hander med en partikel som placeras i punkten (3,4) efter lang tid?
Lésning:
-2 —5\

1 0)

Vi bestammer forst egenvirdena till matrisen A =(

-5
Dessa erhalles ur ekvationen 0 = det(A — Al) =‘ ‘= X424 +5=A+1)>+4 .

0-A
Egenvardena ar A =—1+2i .
Vi bestdammer nu en egenvektor till egenvirdet A =—-1+2i.

2_A =5\ -1-2i
K=0 ger(

1 1-2i)

Insattni A =—-1+2i i systemet
nsattning av I systeme ( 1 0_)\'}
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1—2i\
-1)

En komplex I6sning till systemet av differentialekvationer ges av

(~1+2i)t 1-2i -t . . 1 (=2
Z=e 1 =e¢ '(cos2t +isin2t) { +1 ol

Real- och imaginardel ger oss tva linjart oberoende reella 16sningar till systemet.
_[{ cos2t \ 2 sin2t\| [ cos2t + 2sin2t\|
ReZ =e + =e

En komplex lésning dr K = (

-cos2t) 0o ) - Cos2t )
_[( sin2t \ -2 cos 2t\ [ sin2t—2cos 2t\
ImZ=e ) + =e )
—sin 2t/ 0o ) — sin2¢ )

Linjarkombinationer av dessa tva I6sningar ger den allmanna lésningen.

_,[ cos2t +2sin2t\ » sin2t—2c0s2t\|
X =ce +ce ) .
- cos2t ) —sin 2t )
En partikel placerad i punkten (3,4) kommer efter lang tid att hamna i origo,
ty komplexa egenvarden med negativ realdel ger en inatgaende spiral.
cos2t + 2sin2t\
- cos2t )

sin 2t — 2 cos 2t\

. . Partikeln hamnar i origo.
—sin 2t ) 9

SVAR: X = cle_'( + cze"(

Block5.
Bestam villkor pa den reella konstanten o sa att (0,0) ar en centrumpunkt fér det linjara systemet

-a 1\
gooooooooooooooooooon X' = X.
-1 «a)
Ldsning:
Vi bestammer férst matrisens egenvarden.

—a-A 1
Ekvationen 0 = det(A — AI) =‘ 1 A= XN —a’+1geross A ==ya’ —1.
—_— a —_—
For att erhalla en centrumpunkt kravs att egenvardena ar rent imaginéara.
Det ger att a’-1<0 ,—l<oa<l.
SVAR: Konstanten o skall uppfylla villkoret -1 < a < 1.

Block®6.

_ ) _ _ *u  du
Los den partiella differentialekvationen _& > = —(9[ , O0<x<m, t>0
X

som uppfyller randvillkoren u(0,¢) =u(mw,t)=0, t>0

och begynnelsevillkoret u(x,0) =2sin3x + 7sin4x +sin7x, O<x <.

Ldsning:

Variabelseparation ger oss produktldsningar men vi utnyttjar BETA.

Den l6sning till differentialekvationen och randvillkoren ges enligt BETA 10.9.Ex2 av

2
u(x,t)= Ecne_” "sin nx
n=1

Begynnelsevillkoret ger E c,sinnx =u(x,0) =2sin3x + 7sin4x +sin7x .
n=1

En direkt identifiering ger ¢; =2, ¢, =7, ¢; =1 och 6vriga ¢, =0 .
Vi far u(x,t)=2¢ "'sin3x +7¢ ' sindx + ¢ sin7x .
SVAR: u(x,t)=2¢ " sin3x+7¢ ' “sindx +e*'sin7x .



