KTH Matematik

Losningsforslag till tentamensskrivning i Diff & Trans |, 5B1200(5B1220).
Onsdagen den 12 januari 2005, kl 1400-1900.
Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.
Fordringar: 3: 16-23p; 4: 24-30p; 5: 31p-.
Uppgifterna: 1 och 3 ger 4p; 2, 4-6 ger 3p; 7-9 ger 5p.
Inga bonuspoang raknas.

1. For en duvart galler, att den dér ut om inte antalet individer N inom ett visst omréde dverskrider ett
troskelvarde T >0.

A andra sidan finns en nivd K> T s&dan att tillgdngen pé foda bara racker till K individer.

Om den spontana tillvaxtkoefficienten ar I > 0 , s modelleras ovanstdende med foljande

dN _ N 1‘5‘?‘1-1ng.

differentialekvation for N = N(t) som funktion av tiden t : — = -1 — -
dt eT 2K
Studera denna icke-linjara differentialekvation enligt féljande:
a. Bestam alla stationéra I6sningar.
b. Avgor for varje stationar l6sning om den ar stabil eller instabil.
c. Kommentera dven rimligheten i det erhélina resultatet.

Losning:

a. De stationara |6sningarna erhalles da derivatan &r lika med noll.
dN_ e saN g

Vi erhalles d& foljande ekvation: — = - [ .— - 10== - 10xN =0.
dt e veK %]

De stationara losningarnaar N=T , N=K och N =0.
b. Teckenstudie av derivatan ger information om funktionens vaxande och avtagande
enligt nedanstéende figur.

0 T K
> [— «——T—p | —<«—> N

Losningarna N =0 och N = K ar stabila medan N =T &r instabil.

c. Resultatet ar rimligt eftersom antalet individer gar mot noll efter lang tid, dvs duvarten dor ut om
antalet ar mindre ar troskelvarde T > 0. Vidare gar antalet individer efter l&ng tid mot K individer till
vilka fédan réacker.

SVAR: a. De stationéara losningarnaar N=T , N=K och N =0.
b. Losningarna N =0 och N = K &r stabila medan N =T ar instabil.
c. Se ovan.
Anmarkning:
Undersdkningen av I8sningarnas stabilitet respektive instabilitet kan &ven géras genom att understka

tecknet hos derivatan av funktonen g(N) = - I’é? - lﬂé? - 18><N for den stationara losningen N .

D& galler J&Ny ) <O ger stabil I16sning och &Ny ) >0 ger instabil 16sning.

. T TT
2. Bestam Fourierserien till funktionen som &r 7t -periodisk och definieras av f (t) =sin’t , - > <t<—.

2
Losning:
Den givna funktionen &r en jAmn funktion med perioden It och dess Fourierserie

a, 2
har formen — + @ a,cos2nt .
n=1
Vi utvecklar var funktion enligt foljande
. . 1- coszt 1- 2cos2t +cos?2t  1- 2cos2t 1+ cos4t
f(t) =sin*t= (sin’t)’ = ( )’ = = +

2 4 4 432
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3 cos2t cosat

Forenklat ger detta f(t) == - +
8 2 8
Vi har erhallit den sokta Fourierserien.
. _ _ 3 cos2t cos4t 3 cos2t cosat
Vi tilldelar funktionen f Fourierserien = - + ,dvs f(t)~=- ——+ )
8 2 8 8 2 8
_ _ 3 cos2t cos4t
SVAR Den sOkta Fourierserien ar = - 5 + 3 .

d
3. Bestam den 18sning till differentialekvationen d—(xy) = y2J7< som uppfyller villkoret Y(1)=1.
X
Ange darefter I6sningens existensintervall.
Ldsning:
. N 2 — /2
Vi utvecklar vanstra ledet och far: Xy¢+y =y ﬁ .

Detta ar en differentialekvation av Bernoulli typ.
Den triviala lI6sningen, Y© O, &r ej av intresse i detta fall.

Omforma differentialekvationen genom att multiplicera med y'z.

D4 erhalles: Xy “y¢+y ™" = Jx.

satt: z=y "', z¢=-y ’yC.

Insattning i differentialekvationen ger - XZ¢+ z = Jx , X2¢ z=- Jx.

Vi har fatt en linjar differentialekvation och denna |6ses med hjalp av en integrerande faktor.

Forst skriver vi om differentialekvationen pé standardform: z¢- —z = - T .
X

X
[T - (‘)-1dx - Inx 1
Multiplicera med en integrerande faktor, € * =¢ =—.
X
11 1 dad g 3
S20- Sz=-—=, — =70 =- X ?
X X xJx ' dx€x @

1
Z - -

Integrera med avseende pad X: — =2X 2+C , z= 2Jx +Cx .
X

Men z=y ™" ger: y'* =2Jx +Cx .

Det givna villkoret ger: 1=2+C , C=-1.

Den sokta I6sningen ar Y = —=— .
2Jx - x

L6sningens existensintervall skall uppfylla féljande villkor :
x>0 och 2JX - X = \/;(2- \/7() 1 0 samt innehalla X =1.
Detta ger oss intervallet {X:0 <X <4} .

SVAR: Differentialekvationens losning ar y = T och dess existensintervall ar {X :0<x< 4} .
X- X

4. L6s ekvationen
t

y&t) =cost + Qy(r)cos(t- T)dv 4 y(0) =1 .

LOsning:
Vi Laplacetransformerar integrodifferentialekvationen.

SY(S) - Y(0) = —o— +Y(S) =

s?+1 §+1
Lés ut Y(S) samt satt in begynnelsevillkoret.
3
S S 1 1 1
YOz =211 . YO=3+-+t5.
s+l s +1 s° s

S
Atertransformera:
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t2
t)=t+1+—.
y() >
2
SVAR: Integrodifferentialekvationens I6sning ar y(t) =t+1 +E .

5. Betrakta differentialekvationen X y@- 4xy¢+ 6y = x*e* , x>0.

Motsvarande homogena differentialekvation har I6sningar pa formen Yy = Xn, dar N ar heltal.
Bestam den allménna l6sningen till den inhomogena differentialekvationen.
Losning:
Den allménna lI6sningen erhalles som den allmanna homogena |6sningen plus en partikular I6sning.
Vi satter in Y= X" i den homogena differentialekvationen X Y& 4xy¢+ 6y =0 och erhaller da foljande
ekvation X'n(n - 1)X" 2 - 4xnx" " +6x" =0 vilken omformas till (N(n- 1)- 4n+6)x" =0 .
Detta skall galla for alla X > O vilket leder till ekvationen nN(N- 1)- 4n+6=0, n°- 5n+6=0.
Rétterna ar N =2 och N = 3.
Den allméanna lésningen till den homogena differentialekvationen ar Yy, = ClX2 + CZX3.
Den inhomogena differentialekvationen skrives forst pa standardform: y@- 4x 'y¢+6x 7’y = x’e* , x>0
Vi bestdmmer en partikularldsning med hjalp av metoden "variation av parametrar" och gor darvid

— 2 3
ansatsen Y, = U(X)X" +V(X)X".

& xope_20 ¢

D& erhalles féljande system: & ) % =¢ 9
e2x 3x“gevid exe'g

3 5 X
| - X'e
jut= —— =-xe'
X
Los systemet. Cramers regel ger oss féljande 18sning: | 4x
X'e
jve=—0—=¢
X
Tu=-(xe'- ¢€)
Integrera med avseende pa X: |
jv=¢

En partikulariésningen blir Y, = - (xe' - e)X° +e'x° = e'x*.

Den allménna losningen ges av Y =Y, +Y, = ClX2 + CZX3 +e%° .

SVAR: Den allméanna lésningen till den inhomogena differentialekvationen ges av
y: yh + yp = C_I_X2 +C2X3 +exX2 .

6. Differentialekvationen X@+ a((X(Da- X¢) + X =0, dar a &r en reell parameter, kan omformas till ett

system genom att satta Y = X{. D& blir y¢=- a(y3 - y) - X. Det uppkomna systemet har endast en kritisk

punkt. Bestam denna och avgor for vilka varden pa parametern @ som den kritiska punkten ar en spiral
samt nar denna &r stabil respektive instabil.

Losning:
b = y 0
Det uppkomna systemet ar X ¢= éﬂ( =€ 3 -,
ey®@ e-x-aly - yo
| kritiska punkter ar X¢= 0. Detta ger oss Iésningen X = 0, dvs origo &r den enda stationara punkten.
Vi betraktar det linjariserade systemet, vilket erhalles genom att forst berakna Jacobimatrisen i den
aktuella stationara punkten, origo.

o 1 s . | | _# b
Jacobimatrisen blir ¥ 2 . Insattning av origo ger matrisen A =% .
e-1 -a(3y - 1o e-1 ag

5
VAart linjariserade system ar X(¢= 60 aﬂX . Vi bestammer matrisens egenvarden.

e-1
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- A 14 as’ a2
Dessa erhélles ur ekvationen 0= det@@ =)N- ar+1= 53\ 220 492
€-1 a-Ag e’ 20 4
a a2 atyal-4 _ _
Egenvardena ar A :E +./- 1+Z = T . For att den stationara punkten skall vara en spiralpunkt

kravs att egenvarden ar komplexa med en realdel skild ifran noll.

Komplexa egenvarden erhdlles dd a° - 4< 0, dvs da - 2<a< 2.

For stabilitet kravs att realdelen av det komplexa egenvardet ar negativt och

for instabilitet krévs att realdelen av det komplexa egenvéardet ar positivt.

Stabil spiralpunkt fas d& - 2 <a < 0 och instabil spiralpunkt fa&s dd 0 <a<2.

Detta galler for saval det linjariserade systemet som far det icke-linjara systemet.

For parametervardet 8= 0 &r origo en centrumpunkt i det linjariserade systemet.
Dock kan ingen slutsats dras for det icke-linjara systemet med utgangspunkt fran detta.

EEO 15
Daremot 6vergér det icke-linjara systemet, med a= 0, till féljande linjara system X¢= &1 O!ZIX'

Detta har rent imaginara egenvarden och saledes erhalles en centrumpunkt.
SVAR: Den kritiska punkten &r origo, (0,0).
Stabil spiralpunkt fas d& - 2 <a < 0 och instabil spiralpunkt fas d& 0<a<2.

7. Betrakta en smal stav. L&t dess temperatur ges av U(X,t).

Dess ena dande halles vid den konstanta temperaturen O 0 C och dess andra ande ar isolerad.
Vid tiden t = O ar stavens temperatur U(X,0) =2sin3x+ 5sin7x.

'ug=ug , 0<x<Z  t>0
I 2
|
Detta ger upphov till féljande problem: { u(0,t) =0, UQ(% 1)=0,t>0
i
'Iiu(x,O) =2sin3x+ 5sin7x , 0 <x <£2
Bestam stavens temperatur som funktion av laget och tiden.
Losning:
Vi bestammer losningar pa formen U(X,t) = X(X)T(t).
Insattning i differentialekvationen ger X(X)T&t) = X &X)T(t) .
T4t _ X&X)
(1) X(x)

Dividera med X(X)T(t) : = konstant = A .

| X®&X)- AX(x)=0
Vi far ett system av ordinara differentialekvationer:

|
TTE) - AT(t) =0
Dessa ekvationer ar linjira med konstanta koefficienter och 16ses med karakteristisk ekvation.

Vi betraktar den forsta ekvationen och far tre skilda fall att undersoka.
Dessa ar foljande: A >0, A =0 och A <O0.

A=u’, ul R A =0 A=-u’, ulR
X&x)- u’X(x)=0 X & x) =0 X&x)+u’X(x) =0
X(x) = Ae” +Be ™ X(x)=Ax+B,  X(x)=A,cosux+ B,sinux

T
Randvillkoren och variabelseparationen ger oss féljande villkor: X(0)T(t) =0, X((—2 )T()=0, t>0.

Dessa skall galla for alla t >0.
Detta ger: X(0) = 0, xq%) = 0.

Nu &ver till de tre fallen. Vi behéver aven derivatan X§X) .

A=u’, ul R A =0 Ar=-u’ ul R
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X(x) = Ae” + Be ™ X(X)=AXx+B,  X(x)=A,cosux+ B,sinux

X€x) = u(Ae™ - Be") X&x)=A X€X) = u(- A sinux + B, cosux)
Insattning av villkoren ger. ~

A=u’, ul R A =0 =-u’ ulR

X(0)=A+B =0 X(0)=B,=0  X(0)=A=0
X(Z)=u(Ae?- Be 2)=0 X(2)=A =0  X¢3)=u(- AsinuZ +B,cosu’)=0
1B=-A 1B,=0 1A =0

| 7 7 | | T
we o cus TA = ¥ - =
TuA(E2+e"2)=0 1A,=0 f uB; cosp= =0
Den enda icke-triviala losningen erhdlles i fallet A =- MZ, MT R.
D& erhalles w=2n+1, nl N och Iésningen har formen X(X) = B,sin(2n +1)x .

Motsvarande t-ekvation har l6sningen T(t) = (33(-;-M = Qe'(2n+1) t
Vi far vara losningar till den partiella differentialekvationen och som uppfyller de givna randvillkoren pa
formen U (x,t) = X(X)T(t) =BG sin(2n +1)x & ™"

Aven linjarkombinationer av sddana losningar ar I6ésningar.

¥
o _ .

Vi erhaller u(x,t)= @ b.e ® 'sin(2n+1)x .
n=0

Det aterstar att bestamma koefficienterna.

Dessa erhalles med hjalp av det givna begynnelsevillkoret U(X,0) =2sin3x + 5sin7x .

¥
[¢} . . .

Insattning ger: U(X,0) =@ B, sin(2n+1)x =2sin3x+ 5sin7x.
n=0

Identifiering ger att alla utom tva koefficienter ar lika med noll.

Vi far b, = 2 och b, = 5. Den sokta Iosningen ar U(X,t) = 2e *'sin3x +5¢ ** sin7x .

SVAR: Den sokta losningen ar U(X,t) = 2¢*'sin3x +5¢ * sin7x .

8.a) L&t A vara en reell matris.
Betrakta det homogena systemet av linjara differentialekvationer X¢= A X.
En 16sning till detta system ges av Z = X, +1 X,, dar X, och X, &r reell- och vektorvérda funktioner.
Visa att daven X; och X, uppfyller systemet. .
b) L&t den reella matrisen A ha egenvardet A =a +if3 och
tillhérande egenvektor ar V =V, +iV,, dar V, och V, ar reella vektorer.
Visa utgaende fran detta hur tva reella linjart oberoende I6sningar till systemet kan erhallas.
-4

c) Bestam allmanna I6sningen till systemet X ¢= é X.

e5 -3
Losning:
a) Vivetatt Z = X, +1 X, satisfierar systemet X¢=AX.
Insattning ger (X, +1 X,)¢=A(X,+1 X,).
Utnyttjandet av linjariteten hos deriveringen och matrismultiplikationen ger: Xg§+i X¢=AX, +i AX,.

jRe: Xg=AX,
Realdelen respektive imaginardelen &r: { .
tlm: Xg=AX,

b) En komplex 16sning ges av
Z =" (v, +iv,) = €' (cospt +isinpt)(v, +iv,) = €*{v, cospt - v,sinpt} +ie"{v,sinpt + v, cospt}
Realdel respektive imaginardel av den komplexa l6sningen ger tva reella linjart oberoende ldsningar.

1ReZ = X, = €"{v, cospt - v,sinft}

i
1Imz = X, = e*{v, sinpt +v, cospt}
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- 40
Vi besta forst ardena till matrisen A =% .
c) Vi bestammer forst egenvardena till matrisen &5 -3
-4 2 2
Dessa erhélles ur ekvationen 0 = det(A - Al) = 3- % =A"+20+17=(\ +1) +16.
Egenvardena ar A =- 1+ 4i .
Vi bestammer en egenvektor till egenvardet A =- 1+ 4.
g-r 49 .
Denna fés ur ekvationen 0= (A - Al)v =% V med A =- 1+4i insatt.
e5 -3-)\g
- 4 -4 5 2 5
Vi far { s 9. dig Vv = 0. En I6sning &r V = 4. oig
En komplex 1osning ar Z = € l+4')tz Jig = e '(cos4t +isi n4t)(i?0 +i§3 2;)

Z :ét}ébco%t- ?0 sm4tg+|e eg sm4t+€EO 0034%
|

1€le e- 20 ieleg e-2
Realdel respektive imaginardel av den komplexa ldsningen ger tva reella linjart oberoende |6sningar.

i 2cos4t )

| L1188 eeoc‘). a
..ReZ:X:et’ig cosAt- & “sindty=e'% .
l ! { &g e 20 g ecosat + 2sindtg

|
i

! X EEO 2sin4t 0
| = - e '?0 + IE’E °
TImZ X,=€ :e]_QSI nat+x , COSA’% ésin4t - 2cos4tg

Den allmanna lésningen ges av en linjarkombination av de tva linjart oberoende ldsningarna.

2cosAt o @ 2sinat )
+
ecos4t + 2sin4tg & esindt - 2cos4dte

eller med hjéalp av en fundamentalmatris

X =cX, +cX, =cge"

gEZe‘ ‘cosat 2e’'sindt o@ )
ee ' (cosAt +2sindt) e '(sindt - 2cos4t)gec, @’
1 X, = €"{v,cospt - v,sinpt}

SVAR: a) Se ovan . b) Tva linjart oberoende lésningar &r | . .
X, = e{v,sinpt +v, cospt}
g 2cos4t ) @ 2sin4t )

D I I6sni ar X=cX, +c X, =ce ¥ . +ce Y. :
¢) Den allmanna Iosningen ar Q% T &R =G ecosat + 2sin4tg C ésin4t - 2cos4to

9. En infektionssjukdom antas sprida sig i en sdlstam med en hastighet som &r proportionell mot
produkten av antalet infekterade och antalet icke-infekterade individer.
L&t andelen infekterade individer vara lika med X(t) .
Vid ett visst tillfalle var halva populationen infekterad och spridningshastigheten var da sa stor att,
om den férbleve konstant, sé skulle hela populationen vara infekterad efter 1 manad.
Hur stor del av populationen 4&r i sjalva verket infekterad efter en manad ?
LOsning:
Vi stéller upp den matematiska modellen och erhaller darvid
dx(t)
at

Vi kallar den tidpunkt t vid vilken halva populationen ar infekterad fort = O och valjer m&nad som tidsenhet.

= kx(t)(1- x(t)) , dar K &r en konstant.
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1
1 _ _ dx 2
D& ar andelen infekterade lika med X(0) = > och tillvéxthastigheten E(O) :I =
1 1.
Insattning i differentialekvationen ger: > = kE (1- E) , vilket ger K =2.

Nu gar vi over till den uppstallda differentialekvationen med insatt varde pa k.

dx

— = 2X(1- X) ar separabel. Dess konstantldsningar saknar i detta fall intresse.

dt
Omf i diff ialekvati ! ox
mformning av differentialekvationen ger ——— — =
X(1- x) dt
S _ i 1 gdx
Partialoraksuppdelning ger | — + ——y— =
I'x 1- xpPdt

Integrera med avseende pa t : In|x|- InfL- X =2t+ |n|C1|.

X 1
Hyfsning ger |I‘{1—|: 2t+|n|C]] , ——30da0£ x<1ger
- X

=Ce”.
X(1- X) 1-x

Villkoret X(0O) :—; ger C=1.

X
Vi satterin C=1i —— = Ce”' och Ioser ut X(t).

et 1
1+ 1+’

D& erhalles: X(t) =

o B . 1
Efter en ménad ar andelen infekterade lika med X(1) = Tra? » 88 %.
e

: \ 1
SVAR: Andelen infekterade efter en manad ar X(1) = Tra? » 88 %.
+e

NI



