KTH Matematik

Losningsforslag till tentamensskrivning i Diff & Trans |, 5B1200(5B1220).

Tisdagen den 24 maj 2005, kl 0800-1300.

Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

Redovisa losningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.

Svaren skall ges pa reell form.

Del 1 ar avsedd for betyg 3 och omfattar 6 trepoangsuppgifter. Fér godkant kravs minst 15 poang.

Del 2 ar avsedd for hégre betyg, 4 och 5, och omfattar 20 poang.

Poangfordelning p& del 2: 11-14 ger 5 poang vardera.

For betyg 4 kravs forutom godkant pa del 1 dven minst 9 poing pa del 2.

For betyg 5 kravs forutom godkant pa del 1 dven minst 15 poang péa del 2.
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Del 1.
1. Tentamenskonstruktoren haller pa att baka en kaka och inser da att
ett lampligt tentamensproblem kan formuleras enligt féljande:

En kaka tas ur ugnen. Efter 10 minuter ar kakan 105°C och efter 30
minuter ar kakan 65°C. Vid vilken tidpunkt, kaktemperaturen ar da 35°C,
kan en smakbit erhallas ?

Avsvalningshastigheten antas vara proportionell mot
temperaturdifferensen T- T, , dar T, ar rumstemperaturen 25°C och T ar

kakans temperatur i °C.
Losning:
. 0 . . . T
Vi erhaller differentialekvationen C;—t =k(T-T,)

dar k ar en proportionalitetskonstant.

Differentialekvationen ar linjar av forsta ordningen( dven separabel).
Vi I6ser denna genom att addera allmdnna homogena l6sningen till en
partikularlosning. D& erhalles T(t) =Ce" +T,. Bestam konstanterna.

1105=Ce*+25 180=Cée¥ (2=

Insattning av villkoren ger: i v ) )
J J 165=Ce* +25  740=Ce® 740=Ce®

=-—1In2
i 20 o

— ek ¢ 1n2 3
f40=Ce"  fc =00 = 4002 = 2022

e Lin bk=-2in2
20 vilket insatt i l6sningen ger oss

3 Linox 30-t
foljande uttryck T(t) =40x22e 2  +25=40X % +25.
Vi soker tidpunkten da temperaturen ar 35°C.

= L1 30- t

Insattning ger: 35=4052 2 +25, 2T=Z=2‘2, 5 = 2 t=T0.

SVAR: Den sOkta tiden ar 70 minuter.

2. Differentialekvationen ty@ (L+t)y¢+y=0 har en I6sning y=¢€, t>0.
Bestam ekvationens allmanna l6sning.

Losning:

Vi anvander reduktion av ordningen.

Satt y=€z i den givna differentialekvationen.

D& erhdlles t(e'zt+ 2e'z¢+ €'2) - (1+1)(e'z¢+€'2) +€2=0 .

Forenkling ger: tz&+(t- 1)z¢=0 . Satt u=z¢ u¢=zdvilket ger tuc¢+(t- Lu=0 .
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Omformning ger £¢:% :%- 1.

u
Integrera med avseende pa t : Inul=Inif- t+InC|, u=Cte ' = z.
Fortsatt integration ger: z=C,(-te'- €')+C, =C(te ' +e')+C,.
Detta ger oss den allménna l6sningen
y=€z=€'(Cyte ' +e"')+C,)=C,(t+1)+C,€.

SVAR: Den allménna lésningen ges av y=C,(t+1)+C,€ .

3. Bestam den l6sning y(t) till differentialekvationen

y&t) - 2y(t)=U(t- 1), t3 0, som uppfyller villkoret y(0) =0.

(U ar "the unit step function”, aven kallad Heavisides funktion.)
L6sning:

Vi Laplacetransformerar differentialekvationen.

SY(s)- 0- 2Y(9) =%
€ :e’sl'(-_1+_1 ).
s(s- 2) 2's s-2

1
Atertransformera: y(t) =U(t- 1)5 (- 1+eX V).

LOs ut Y(s): Y(s) =

: 1 ]
SVAR: Den so6kta l6sningen ar y(t) =U(t- 1)5(- 1+e*"Y).

4. Bestam alla reellvarda funktioner x(t) och y(t)

o i X¢=3x- 2y
som satisfierar systemet | .
1y¢=16x- 5y

L6sning:

. - : ..
Systemet skrives pa matrisform. @EX%:@EB oie?(o.
eyw €16 -5geye

. ) iy ) : . _ -2
Vi bestammer forst egenvarden till matrisen A =& -5p°
Dessa erhalles ur ekvationen
3-A -2 ) )
O=det(A- Al) = =\ +20+17= (A +1)° +16.
16 -5-A
Egenvardena ar A =- 1+4i. Vi har erhallit komplexa egenvarden och da

ndjer vi oss med att bestdmma en egenvektor till ett av egenvardena.
Valj ett av dessa, tag tex A =-1+4i .

En egenvektor svarande mot egenvardet A =- 1+4i fas ur systemet

@Q" Moo % =0 med egenvardet A =- 1+4i insatt.

€16 -5-)\9
- 4 -2 5 —EE 1l 5

K =0 och en l6sning ar K & - 2ig

vitar €6 4.4

21 g
En komplex 16sning till systemet ar Z :e“‘““"z ZiZ'
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Real- och imaginardel av den komplexa |6sningen ger oss tva linjart
oberoende l6sningar till systemet och darmed en bas for
l6sningsrummet. Den allmanna I6sningen ar en linjarkombination av de
linjart oberoende ldsningarna.

. . " i@ @@ ol
Omformning av den komplexa l6sning ger: Z =€ (cosdt+isindt)i ¥ "+ x ‘%

(€20 e-2
0s4t 5U cos4t 5
ReZ =e''{ 0,8 o 90
i€2c os4tz e- 2si n4tx% €2cos4t - 2sin4dtg
in4t 0 U sin4t 5
ImzZ = et| 0, ou .@ 0

1€2si n4tfa e- Zcos4tx% e2sin4t - 2cos4tg

Den allmanna l6sningen ar
cosAt ) sin4t )

ea<o c¢ReZ +c,ImZ =ce € &

+Ce€ ¥, . .
eyo e2cos4t - 2sin4dtg e2sin4t - 2cos4toe

cosAat o sin4t o
VAR: 6% ReZ +¢,ImZ =ce & +ce'€
S G REL G Ce e2cos4t - 2sindtg e e2sindt - 2cos4ta

5. Bestam en funktion u(x,y) som uppfyller

differentialekvationen 2—5 :3—; +u och villkoret u(x,0) =3e> +2¢ >
Losning:

Vi anvander variabelseparation. Satt u(x,y) = X(x)Y(y).

Insattning ger: X&x)Y(y) = X(X)YEy) + X(X)Y(y).

Dividera med X(x)Y(y): Xq{x) YCD{y) +1=\.
X(x) Y(y)
Den partiella differentialekvationen har omformats till ett system av
. . . . : . 1 X&x) = AX(x)
ordinara differentialekvationer vilket skrives i :
T1YKy)= (A - 1)Y(y)

i X(x) = Ae™ o (1)
Detta har l6sningen i .., och saledes u(x,y) = ABe Y.
TY(y) = Be* Y
Det givna villkoret ger oss I6sningen u(x,y) =3 +2¢

SVAR: Den sokta I6sningen u(x,y) =3¢ +2e" %%,

3x- 4y

6. L6s begynnelsevardesproblemet y¢+4xy = xy* , y(0) =1.

Losning:

Vi har en differentialekvation av Bernoulli typ.

Omforma differentialekvationen y?y¢+4xy ' =x.

satt: z=vy"', z¢=-y’y(. Insattning ger: - z¢+4xz=x.

Vi har erhallit en linjar differentialekvation och omformar den pa
standardform: z¢ 4xz=-x.

Multiplicera med en integrerande faktor. En sadan ar e

-2x2

- o - 2x2 a 22 . . d _oy2
Vi erhdller € z¢- € 4xz=- e?*'x. Omskrivning ger: Ol—{e2X z} =-e7x.
X
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o NG 1 _9oy2
Integrera med avseende pa x: € > Z:Ze2X +C.

. _ e 1 1 e
Insattning av z=y" ger: €° ylzzfe2 +C.

1+3¢ 4
4 1+3e>

Villkoret y(0) =1 ger C:%. Vi far da y*'=

SVAR: Den soOkta |Iosningen ar y=———.
1+3e

Anmarkning: Differentialekvationen ar aven separabel.

Del 2:
11. Om ingen fisk tas upp ur en sjo sa varierar mangden fisk, y(t) [ton], i
sjon med tiden t [ ar] enligt differentialekvationen

y¢—yaf , y>0,dar a=4 [ ar] och b=80 [ton].

Nu borJar man fiska ut c [ton] fiskar per ar, (c ar en positiv konstant).

a. Ange differentialekvationen for y som da galler.

b. Ange det kritiska varde pa ¢ som inte far overskridas om det skall
finnas nagon jamviktslosning >0.

c. Da c ligger under detta kritiska varde finns det en stabil
jamviktsniva y, >0 fér mangden fisk. Bestam y, som funktion av c.

L6sning:
y Yo

a. Den korrigerade differentialekvationen blir y(t—a v C.

Med de givna vardena pa konstanterna far vi
e=Y&_ Yo_ . _Y80-y) __¥80-y)-320c_

Y4 goe ¢ a0 CT 320 =10

b. Jamviktslésning erhélles da f(y)=0.

D& &ar y*- 80y+320c=0, (y- 40)* =1600- 320c=320(5- C).

Reella I6sningar och storre an noll erhalles da c£ 5.

For c>5 existerar inga jamviktslosningar.

Jamviktslésningarna ar y=40+,/320(5- c).

c. Vi bestammer den stabila jamviktsldsningeny, genom att studera

tecknet hos fgy,).

Jamviktslosningen ar stabil om f{y,) <0 och instabil om f{y,)>0.

f&y)= 80- (fy 4260y och insattning av jamviktslésningarna ger
f €40 +,/320(5- ¢)) = "'322((;0' 9 <0 stabil jamviktslésning.

f €40 - /320(5- c)) = —"320”3@ >0 instabil jamviktsldsning.
SVAR: a. Den nya differentialekvationen ar y¢:%-

b. Det kritiska varde pa ¢ ar c=5.
c. Jamviktsnivan vy, = 40+ /320(5- ¢) .
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12. Bestam de kritiska punkterna till systemet av
] dx

I ot =x(1- ¥
differentialekvationer id och avgor
}a =X+2y

deras karaktar( sadelpunkt/nod/spiral/centrum resp stabil/instabil).
Losning:

De kritiska punkterna erhalles da %: 0 och (;—?:20.

Detta intraffar i punkterna (0,0), (-2,1) och (2,-1).

De kritiska punkternas karaktar bestdmmes genom studera det
linjariserade systemet i de aktuella punkterna.

Detta sker med hjalp av Jacobimatrisen.

- y* - X2¥6
Jacobimatrisen blir: J=¢ 4 yg.
e 1 2 9

22 och dess egenvarden ar 1 och 2.

Egenvardena ar positiva och skilda och den kritiska punkten ar en
instabil nod.

| punkten (0,0) ar J(0,0) :g

4..
| punkten (-2,1) ar J(-2,1) :§ 2; och dess egenvarden fas ur ekvationen
0O-A 4 , , ) "
0=l | ,.,/7%-2+-4=(-1y- 5. Egenvardena ar i =1+.5.

Egenvardena ar reella och har olika tecken och den kritiska punkten ar en
sadelpunkt och darmed instabil.

45
20
Egenvardena ar reella och har olika tecken och den kritiska punkten ar en
sadelpunkt och darmed instabil.

SVAR: (0,0) ar en instabil nod och £(2,-1) ar sadelpunkt och darmed
instabil.

| punkten (2,-1) ar J(2,-1) :i och dess egenvarden &ar A =1+./5.

13. Bestam temperaturen u(x,t) i en stdng av langden L da temperaturen

vid tiden t=0 ar f(X och da stangens andpunkter ar isolerade.
2

Temperaturen u(x,t) foljer varmeledningsekvationen %J:k%J .
Svaret far innehalla integraler.

L6sning:

Vi anvander variabelseparation. Satt u(x,t)= X(x)T(t).

Insattning i den partiella differentialekvationen ger: kX@&x)T(t) = X(x)T¢t).
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X&x)  Tgt)
X(x) KT
Vi erhaller ett system av linjara okopplade differentialekvationer:
] X®x)- AX(x)=0

1Te) - T =0

"T-ekvationen" har I6sningen: T(t) =Ce*.

For "X-ekvationen" behandlas tre olika fall: A >0, A =0 och A <O0.
A>0, A=u?, ul R A =0 A<0, A=-u?, ul R

X(x) = Ae** +Bye % X(X) = Ayx +B, X(X) = Azcosux + Bgsinux

Dividera med KX(X)T(t): = konstant = A .

N A . . au ou
Stavens andpunkter ar isolerade innebar att &(O,t) :5(L,t) =0.

Tillsammans med variabelseparationen ger detta att: X&0)T(t)=XqL)T(t) =0.
Detta skall galla for alla t: X€0)=X&L)=0.

A>0, A=u?, ul R A=0 A<0, A=-u?, ul R
X &x)= u(A" - Bie ) X €x)=A, X €x) = u(- Azsinux + B3 cosux)
Insadttning av andpunkterna ger:
A>0, A=u?, ul R A=0 A<0, A=-u?, ul R
10=XA0) = u(Ar- By) j0=X®0)=A, 0= Xq0) = u(Bs)
| i i .
10=XdL) =u(Ae't - Bie'*t) 10=XaqL)=A,  10=XdL)=u(-AgsinuL + Bzcosul)

. . . _ 1 B3:O _ m
Endast den triviala [6sningen. X(x) =B, ful=nn X(x) = Azcos T
Motsvarande "T-l6sningar™ blir:
A>0, L=u?, ul R A =0 A<0, A=-u?, ul R

- (X2
T(t)=C, Tt)=Ce *
Vi har erhdllit tva uppsattningar med l6sningar.
A =0 A<0, L=-u?, ul R
ST 2

u(x,t)= B.C, u(x,t)= ASCOSn—IT_CX Ce *

LinjArkombinationer av l6sningar ar l6sning.
Den l6sning som uppfyller de givna randvillkoren ar pa formen:

¥ -(E)Zkt
u(x,t):ﬁ +é_ aqcos@e L
2 4 L
. _ _ : _q g nmex
Begynnelsevillkoret u(x,0) =f(x) ger: f(x) = u(x,0) = > +a an cosT
n=1
2" 2t N
Koefficienterna ar: ag :I J (x)dx och a, :E (‘)‘(x)cosT dx
0 0

SVAR: Den sOkta l6sningen ges av

3 (2w L
n=1 —

0 0
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14. Lat f(t) vara 2 -periodisk, d v s f(t+2x)= f(t) for alla t, och lat

1L retg0

f(t) =i "it .
I— , OftEm
I x

a. Ange, t ex med hjalp av handboken f , fourierserieutvecklingen av f .
b. Bestam en 2x -periodisk partikularlésning till differentialekvationen

y®-y=1(t) .
Losningen far anges pa serieform.
Losning:
a. Enligt BETA under "Special Fourier series" avsnitt 13:1 aterfinns
utvecklingen till var givna funktion.

4h o 1 (2n - Lyt

Utvecklingen har formen E+—a 5 COS dar h=1och L=mx.
2 ﬂ: n= 1(2 = 1) L

3 1
— a -———=cos(2n - 1.
TCZ o (2n_ 1)2 d )
b. Vi anséatter en 2r -periodisk partikularlésning till
differentialekvationen y@-y =f(t).

¥
Ldsningen ar pa formen %+ 601 a,cos(2n- 1.

n=1
Insattnmg i dlfferentlalekvatlonen ger

Var funktion f(t) tilldelas serien %+

¥
a a (2n- 1Y cos(2n- 1)t - 2 a a,cos(2n- 1t —} izé 1 > cos(2n - 1t .
2 n=1 2 = (2 - 1)
- _ 4 1
Identifiering ger: - — =-= och -a,(2n-1 == ,
gg > "3 a,( )’ - 2 @n- 1)
~ -4
& = 2 2n- 1)1+ 2n- 1))
o . . . 1 44 1
SVAR: a. Var funktion f(t) tilldelas serien §+—2a on- 17 cos(2n - 1t.
-1 -4
b.L6sningen ar —1+—4a 1 cos(2n - 1)t.

2w’ L(@2n- 151+ (2n- 1)%)



