KTH Matematik

Losningsforslag till tentamensskrivning i Diff & Trans |, 5B1200(5B1220).
Tisdagen den 23 augusti 2005, kl 0800-1300.

Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.
Fordringar: 3: 16-23p; 4: 24-30p; 5: 31p-.
Uppgifterna: 1, 3-4 och 6 ger 4p; 2, 5 och 7 ger 3p; 8-9 ger 5p.
Inga bonuspoang raknas.
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1. En 500 liters tank innehaller ursprungligen 10 gram salt l16st i 200 liter vatten. En saltldsning
med koncentrationen 0.25 gram per liter pumpas in i tanken med en hastighet av 4 liter per minut.
Den valblandade lI6sningen pumpas ut med en hastighet av 2 liter per minut. Nar ar tanken full ?
Stall upp en differentialekvation for mangden av salt Q(t). Bestam koncentrationen K(t) gram per
liter i tanken vid en godtycklig tidpunkt T .
LBsning:
Tanken ar full d& det har pumpats in 500-200=300 liter 16sning.
Detta intraffar efter 300/(4-2)=150 minuter.
Véatskevolymen i tanken vid en godtycklig tidpunkt t ges av L(t) =200 + 2t.

Differentialekvationen fér mangden salt Q(t) ges av

dQ Ly Q) : QWM

— =0.25(g/l) *4(I / min) - == (g/l)>2(I/min) =1- ———.

G = 02O min) - = (@) R(min) =1- 7
Vi har erhallit enciicgjér dgf(egentialekvation. dQ q

t
ivas — + ———— = +t)— + = +t, — + = +
Den kan skrivas Tt 100+t 1, (100 +1) p Q(t)=100+t , dt{(lOO 1)Q(t)} =100 +t .
+1)2

Integration med avseende pd t ger (100+t)Q(t) = @ +C.

o _ 1007
vid tiden t =0 ar Q =10 vilket ger att C=100x%10- > = - 4000.
Mangd It vid dtycklig tidpunkt t Q@) = 100+t 4000

angden salt vid en godtycklig tidpun es av = -

’ Seaers 1'° 2050 2 100+t
t
Koncentrationen K(t) = QA =—-—.
L(t) 4 (100+1)
_ _ 1 2000 _
SVAR: Tanken ar tom efter 150 minuter. Koncentrationen K(t) =— - ———— gram per liter.
4 (100+1)

2. Bestam de stationara l6sningarna till differentialekvationen ﬂl =(y- 1)(y- 2)(y- 3) samtavgorom
dx

de ar stabila eller instabila.

LBsning:

Stationéara l6sningar erhélles d& derivatan &r lika med noll, dvs d& y =1,y =2 och y= 3.
Vi studerar derivatans tecken.

y>3: %>0, y & vaxande.
3>y>2: %<O, y & avtagande.
dy

2>y>1: — >0, y & vaxande.
y ax y

1>y : g—){<0, y & avtagande.

De stationara I6sningarna Y =1 och Y = 3 &r instabila och den stationéra I6sningen Y = 2 &r stabil.
SVAR: Y~ 1 och Y = 3 4r instabila och Y = 2 &r stabil.
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o _ j XKt) = 2xy
3. Bestam jamviktspunkterna till systemet |

I y&t) =- x+3y+1

och deras art( sadel/nod/spiral , stabil/instabil) .

LBsning:

| jAmviktspunkterna &r tangentvektorn(hastighetsvektorn) lika med nollvektorn.
j0=2xy 1

Vi far | vilket ger oss tva jamviktspunkter (0,- =) och (1,0).
10=-x+3y+1 3

For att undersdka jamviktspunkternas art studerar vi det linjariserade systemet, vilket sker genom att vi
studerar Jacobimatrisen (funktionalmatrisen) i de aktuella punkterna.

y 2Xg
Jacobimatrisen ar lika med ¥ .
e-1 39
1
(0" _)
_ 3
®2 4
Matrisen A = ¢ 3 - ar diagonal och har reella, skilda egenvarden med olika tecken. Jamviktspunkten
e-1 30

(0,- E’,) ar en sadelpunkt och darmed instabil.

(1,0)
0 %
Matrisen B = &1 3 ger information rérande dess egenvarden. Dessa erhalles ur ekvationen
0-n 2 ,
O0=det(B- Al)= L aa =A7- A +2=(A-1D(\- 2.

Egenvéardena ar reella, positiva och skilda.
Jamviktspunkten (1,0) ar en instabil nod.

: 1 N .
SVAR: Jamviktspunkterna ar (0,- é) en sadelpunkt och darmed instabil, och (1,0) &r instabil nod.

4. Los begynnelsevardesproblemet Ydt) +y(t) =f(t) , y(0) =2, y&0)=-1, t3 O, dar

b1, 0et<2
2
f(t)=i
- 3 =
1t
Berakna aven Y(—).

2
LBsning:
Vi anvander oss av Laplacetransformation for att |6sa problemet.
Vi omformar f (t) med hjalp av Heavisides stegfunktion U(t- a).

1-2¢ 2
vifar f(t) =1- 2U(t- %) , vars Laplacetransform ar F(S) = ———.

Laplacetransformera differentialekvationen: S°Y(S) - sy(0) - y€0) + Y(s) = F(s).

2s-1 F(s) 2s-1 1-2e°
2 + 2 - 2 + 2 .
sS+1 s+1 s +1 gs +1)
2s-1 i1 S

= 1- 2 2) .
+1 1s sz+1%( e’

Los ut Y(S): Y(s) =

Partialbraksuppdelning ger: Y(S) =



KTH Matematik

Atertransformera: Y(t) = 2cost - sint+1- cost- 2U(t - %)(1— cos(t - Ez))

Férenkling ger: Y(t) = cost- sint +1- 2U(t- EZ)(].- sint).

Y(B_n) :COSﬁ - Sil'lE +1- 2U(E - E)(1- sinﬁ): O+1+1-2x2=-2
2 2 2 2 2 2

SVAR: Den sokta Issningen ar y(t) = cost - sint +1- 2U(t - %)(1- sint).y(%”) =. 2

2 2
5. Los fullstandigt ekvationen Y&- 4xye+ (4x° - 1)y =€ genom att forst satta Y(X) = V(X)X
och sedan losa den differentialekvation som erhalls for funktionen V(X) .

L&sning:
Insattning i differentialekvationen ger
XZ

{ngxz +veixe® +v(2+ 4x2)exz} - 4x{v(19X2 +v2xe"2} +(4x - e’ =e

Forenkling ger VE&E+v =1.
Allmanna homogena Iésningen ar V, = ACOSX + BSINX och en partikulérlésning ar v, =1.

Den allménna I6sningen ar V =V, +V, = Acosx+ Bsinx +1.

. 2

Den ursprungliga differentialekvationen har I6sningen Y= (AcosX + Bsinx +1)e*
. 2
SVAR: Den sokta Iosningen ar Y = (Acosx + Bsinx +1)e"

5
X, dar X anger partikelns

6. En partikels lage ges av systemet X¢=Y%
p ge g Y &5 - 2g

lage i planet. Vidare galler att partikeln befinner sig i punkten z% 2 vid tiden t = 0. Bestam partikelns lage
vid en godtycklig tidpunkt T samt avgér vad som hander med partikeln efter l1ang tid.

LBsning:

Vi bestammer forst matrisens egenvarden.

-5

) %J:xz- 20 +17=(\ - 1)* +16.

Dessa erhdlles ur ekvationen O = det(A - Al) Z‘

Egenvardena ar komplexa och lika med A =1+ 4i.

Valj ett av egenvardena och bestam tillhérande egenvektor.

Vi valjer A =1+4i.

En egenvektor erhdlles ur ekvationen (A - Al)v = 0 med egenvardet insatt.

@-1-4 -5 g @4 -5 g _ 0 v g8+ i

& 5 2.1 4072 ¢&5 .3 40 &5 g

e b

Realdel och imaginardel av denna komplexa Ibsning ger tva linjart oberoende losningar till systemet.

COs4t - 4sindty
far X, =ReZ = €| ?O é naty =
Vi far e e: 5gCOS4t SI tk/) ee 5cosAt o

och X,=ImZ= e\| észa n4t+?l COs4tg—e és' n4t+4costy

ngS+ 4o o 1@8s | gdoll
En komplex 16sning ar Z =e(l+4')t§’é =¢e'(cosat +i S|n4t)ié + Igél V.
o {€50" &0gf)

1€ e 5sin4t 2}

X = ex X ?cosAt 4si n4t0 €3$I n4t +4cos4ty
D lImé& I6sni = + =ce' 3 .
en allménna I6sningen ges av CAL TGA, € & 5cosat o +Cce & 5sindt 2
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Begynnelsevillkoret ger @fo = X(O) = Cléo'i' C2§; , g;;Z g;
§0034t 4si n4t0 E§S| ndt +4cosdty élcosAt - 2sindty
e 5cos4t !3 é 5sin4t o eScos4t +10sindtg

Partikeln beskriver en utatgaende spiral och avlagsnar sig obegransat.

. 1cosAt - 2sindty

SVAR: Den sokta lésningen ar X =€ och partikeln avlagsnar sig obegransat.

e5cos4t +10sin4dte

Den sokta I6sningen ar X = €'

7. LAt P och ( vara kontinuerliga p& intervallet (a,b).

L&t X, vara en godtycklig punkt pd intervallet (a,b).

L&t vidare Y, och Y, vara Iésningar till differentialekvationen Y&+ p(x)y¢+q(x)y=0 pa
intervallet (a,b).

- op(x)x
Visa Abels formel W(X) =W(x,)e ® , dar W(X) ar Wronskianen till I6sningarna Y, och Y,.
Losning:
Y, och Y, uppfyller differentialekvationen Y@+ p(X)y¢+ q(X)y =0 , vilket innebar att vi far
colande systom. | Y POOYEF ()Y, =
oljande system: .
Ty p(x)yg+ q(x)y, =0
Y1

Wronskianen av Y, och Y, ges av W(X) =

Ys
v yj Yiy$- Y, Vi

Vi omformar systemet sa att Wronskianen uppkommer i detta system.
Multiplicera den forsta ekvationen med Y, och den andra ekvationen med Y; samt bilda differensen

av mellan de nya ekvationerna.

‘% (Y& p(x) Y+ q(x) Y)Y, =
T (vt p(x)yg+ d(X)y,)y, =

{8 Y} + PO - YB) = 0 WO+ PUXW(X) = 0.

Vi har erhéllit en differentialekvation i Wronskianen W(X).

Y, + y + p()(- v, + y$:)=0 .

. . . dW(x) _
Differentialekvationen &r separabel p(Xx).
W(X) dX

Integrera fran X, till X: (Wl) dV(;/(X) dx = C O p(x)dx, INW(x)|=C, +)9 p(x)dx

c. P( X)dx - op(x)dx
W(x) =tee® =Ce™
For X lika med X, ar W(X) lika med W(X,) vilket ger C=W(X,).

- X()p( x)dx

Vi har fatt W(X) =W(x,)e ® . VSV.
SVAR: Se ovan.
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8.a. L&t f (1) vara styckvis kontinuerlig pa [0, ¥), av exponentiell ordning och

.
1 .
periodisk med perioden T . Harled f :s Laplacetransformation F(S)= o7 (03 Sf(t)dt
- €
0

utgdende fran definitionen.

b. Begynnelsevérdesproblemet Y&+y =F (t) , t>0, y(0) = y§0) =0 beskriver en
svangningskrets med en hégfrekvent insignal F . (t) , hamnligen fyrkants-vagen
E (t i 1,0<t<e
=]
() 10, e<t<Z¢

Losningen Y(t) beror p& € , y(t) =V, (t) . Bestam gransfunktionen Y, (t) = |ir(QB/£ (t).

och F (t+2e)=F (t), dar € ar ett litet tal.

Ledning: Gransovergangen kan med fordel goras pa Laplacetransformsidan.

Losning:
¥ T ¥

a. Enligt definitionen pa Laplacetransform far vi F(S) = (g’ *f(t)dt = (s Sf (t)dt + 63 *f(t)dt ,
0 0 T

dar vi har delat upp integralen i tva delar. | den andra integralen gor vi substitutionen U=1t- T och
erhaller ur detta du = dt samt nya granser.
¥ ¥

¥
Insattning i integralen ger (\f) *f (t)dt = (‘? (T g (u+T)du=¢€e ST (‘)E"Su f(u+T)du.
T 0 0
f ar periodisk med perioden T, vilket innebar att f(u+T) = f(u).
¥ ¥
Insattning i integralen ger c\f.‘ Sf(t)dt =¢ STc\f." “f(udu=¢e STF(S) -
T
)

Insattning i den férsta ekvationen ger F(S)= (¢’ f(t)dt+ e “F(s) .
0

.
Lés ut F(S), vilket ger F(S)= 1—]ésT (\?_g f(t)dt. vsv.
B 0

b. Laplacetransformera differentialekvationen.

1 2¢ 2¢ € @_Stus 1_ e-s;
SY()+Y(s) =—— OF .(De*dt , ¢F. (e dt=Fe“dt="+—= =
1- € ¢ 0 0 e-sy S
1 1 1 1 131 s g

Y(S) = Lat e ® 0: L{y, (1)} =

el Sl u
1+e* s(s" +1) 2L +1) 21s L+1p
1
Atertransformera: Y, (t) = —2{1- cost} .

1
SVAR: a. Se ovan. b. Begynnelsevardesproblemet har I6sningen yo(t) = —2{1- COSt} .

9. Lat f(t) vara 2w -periodisk, d vs f(t+2x) = f(t) foralla t, och lat

1L xgteo0

f(t):inn_ .
[— , Oftfn
I

a. Ange, t ex med hjalp av handboken [3 , fourierserieutvecklingen av f.
b. Bestam en partikularlosning till differentialekvationen y&+y = f (t) .
Losningen far anges pa serieform.

LOsning:
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a. Enligt BETA under "Special Fourier series" avsnitt 13:1 &terfinns utvecklingen till var givna funktion.

_ h 4h& 1 (2n - Lyt
Utvecklingen har formen — +— A 5 COS
n’ o (2n- 1) L

4 g 1
+= 8 —=— cos(2n - 1)t.
T n21 (2n - 1)

b. Vi ansatter en partikularlésning till differentialekvationen Y&+y = f (t).

dar h=1och L=mx.

Var funktion f (t) tilldelas serien =

¥
[o]

Vi forséker med en 16sning p& formen %+ a a,cos(2n - 1)t.
n=1

Inséttning i differentialekvationen ger

¥ ¥ 1 ¥ 1
- & a(2n- 1y cos(2n- 1t +% +Q a cos(2n - 1t =S+ 8 —— cos(2n - 1t .
n=1 n=1
o a, 1 2 _ 4 1 _ -4
Identif :—==och -8(2n-1)"+a,=—w—=,8,= :
entifiering ger: 5 =5 och - &(2N- 1+ & = o Ty & = P en 17@- @n- 1)
Observera att har méste n vara skild ifran ett.
For fallet n lika med ett gores ansatsen Y, = at cost +btsint

4
Insattning i differentialekvationen Y&+y = — COst ger
T
. . . 4
- 2asint + 2bcost - t(acost + bsint) + at cost + btsint = —; cost |,
T

: 4 2 2 .
- 2asint +2bcost = — cost , vilket ger a=0, b=— dvs y, =—tsint.
T T T

4 g 1
SVAR: a. Vér funktion f(t) tilldelas serien = +—5 3 ——cos(2n - 1)}t.
2 @ n=1 (2n - 1)
1 2 . 4 g 1
b. Lésningen ar — +— tsint- — 5 3 >~ cos(2n- 1)t.
2 = n° s (2n- 1)7°(1- (2n- 1)7)



