KTH Matematik

Losningsforslag till tentamensskrivning i Diff & Trans I, 5B1200(5B1220).
Lordagen den 14 januari 2006, kl 1400-1900.
Hjédlpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sadant satt att berdkningar och resonemang ar latta att foélja.
Svaren skall ges pa reell form.
Fordringar: 3: 16-23; 4: 24-30p; 5: 31-35p.

Uppgifterna: 1-3, 6 ger 3 poang vardera, 4, 7 ger 4 poang vardera 5, 8-9 ger 5 poang vardera.

1. Klassificera med avseende pa stabilitet de kritiska punkterna till den autonoma differentialekvationen
0000y = y(2- y)(4-y).

LBsning:
Vi bérjar med att bestdmma stationara lésningar. D& géller att y' =0.

Vi erhaller: y, =0, y,=2 ochy,=4.
(y'<0 da y<O

|y'>0 da 0<y<2
Teckenstudie av derivatan ger:{

y avtagandeda y <O.
y vaxande da y <O.

=
=

y' <0 da 2<y<4 = y avtagandedd y<O.
=

y'>0da 4<y y vaxande da y<O.
Vi ritar det endimensionella fasportrattet. < I > I < I >—»
v, =0 ar en instabil kritisk punkt. 0 2 4

Y, =2 &r en stabil kritisk punkt.
v, =4 ar en instabil kritisk punkt.
SVAR: y, =0 och y, =4 ar instabila kritiska punkter och y, =2 &r en stabil kritisk punkt.

x’\ (Zx +3y\

2. Bestam allmanna I8sningen till systemet av differentialekvationer ( = .
v \2x+y )

L&sning:
Vi skriver om systemet pa matrisform och bestammer matrisens egenvarden och egenvektorer.

(x’\ B (2x+3y\ B (2 3\()(\

y) \2x+y ) 2 1)y
Matrisen A :s egenvirden erhdlles ur ekvationen det(A — Al) =0.
2-A 3
Vi far 0 = 5 alm X =3L-4=(A+1)(A-4). Egenvardena &r A=-1, A, =4.

Motsvarande egenvektorer K erhalles ur (A- ADK =0.

- o (2-(-1) 3 \ 3 3\|
For A, =-1 farw( ) 1_(_1)}K=0,(2 2}K=0.

—t
Iy . SN[ e
En egenvektor ar K, = En 18sning till systemet ar X =e 1) = .

_1}'

) o (2-4 3\\ -2 3\
For A, =4 far vi ) 1_4}K=0, ) _3/K=0.

3\ 4 3\ 3e*
En egenvektor ar K, = (2) . En I8sning till systemet ar X, =€ 2) = 204
e

Den allménna I0sningen ges av en godtycklig linjarkombination av de tva erhallna Idsningarna.
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- 2e e 2e")\c,)

e”! 3e" e 3eM\(c)
Systemets allménna 16sning ar X = ¢ X + ¢, X, =¢, TG =
_e —_—

e’ e
SVAR: Den sokta I6sningen ar X = ¢ _t) TG ) 4:)-
e

) o _ _ iy , 1
3. Bestam den Iésning till differentialekvationen y'' + 2y’ +5y =0 (t — 5) som uppfyller

JU
begynnelsevillkoren y(0) =1 ,y'(0) =0, dar 6(z - 5) ar Diracs deltafunktion.

Lésning:
JT
_s—
Laplacetransformera differentialekvationen: s2Y (s)-sy(0)=y'(0)+2(sY (s)—y(0))+5Y (s)=e 2
_sg
~s% s+2 e
Y()(s° +25+5) =€ 2 +5+2 Y(s)= +
s 42545 §C 42545
1
s+1+=2 il
1 2 ey
Y(s)= 22 +— e 2
s+1)"+4 2(s+1)" +4
Atertransformera

—(t- J_T)

_t 1. 1 T 5) T
t)=e (cos2t+ —sin2t) +=U(t-—)e sin2(t ——
(o) ( > ) > ( 2) ( 2).

SVAR: Differentialekvationens |8sning &r
T
(t-=)

- 1 1 -
y(t)=e t(cosZt+ Esin 2t) +EU(t—g)e 2" sin 2(t —g)

4. Tva linjart oberoende I6sningar till den homogena differentialekvationen x”y"' + axy’ + by = 0

gesav y, =x och y, =x’.

Vidare finns det en har motsvarande inhomogen differentialekvation med partikularlésningen y,= xInx.
Bestam den inhomogena differentialekvationen.

LOsning:

y=x=x"0+axl+bx =0
Insattning av l6sningarna i differentialekvationen ger féljande system:

a+b=0 b=2
{2+2a+b=0 {a=—2'

Den homogena differentialekvationen ar x’y'' —2xy +2y =0.
En partikularlésning ar y,= xInx vilket insatt i vanstra ledet ovan ger den inhomogena

y, =x>= x2+ ax2x+bx>* =0

differentialekvationens hdégerled.

1 1
Vi far x’——2x(Inx +x—=)+2xInx = —x .
X by

Var sokta differentialekvation ar x°y" —2xy' +2y =—x.
SVAR: Den sokta differentialekvationen ar x°y'' = 2xy +2y = —x.
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1

-1
5. En partikels lage bestams av systemet X' = (5 _3>X. Bestam eventuella stationdra punkter.

Klassificera med avseende pa stabilitet och typ. Bestam systemets allménna |6sning.
h

?
1)

Vart tar partikeln vigen da ¢t vixer obegriansat om partikelns lage uppfyller X(0) =(

LBsning:
Den finns endast en stationar punkt, origo, ty matrisens determinant ar skild ifran noll.

1 -1
Vi bestammer forst egenvarden och egenvektorer till matrisen A = (5 _3>.

-2
5

Komplexa egenvarden med negativ realdel innebar att det ar en stabil spiralpunkt.
Bestam en egenvektor till egenvardet A = —1+ 1.

0=<1_(_51+i) _3_(__11+i)>K=<25_i _2_11')1(, K=(2_1i>'

. 1 1 0
En komplex l6sning ges av: Z = e 1+l)t( ) = e_t(cost +1isin t){( ) - i( \}

0=det(A-AI)=

_3_}A|=A2+ZA+2, A+D2+1=0, A=—-1=+i.

2-i) 2) \1)

Real- och imaginardelen av den komplexa I6sningen ger tva linjart oberoende I&sningar.

X1=ReZ=e_t 1\cost+(0\ sint =e_t( cost )
2) 1) 2cost +sint)

X, ~ImZ=e¢"' —(0\ cost + 1\sint —e”! sint )
1) 2) —cost + 2sint)

cost \ . _t( sint \
2

. -t
Allménna I8sningen ges av X = ¢1 X1 +¢» Xy = Cj€ . .
gen 9 A2 a2 =8 (2cost+smt} —cost +2sint)

Egenvirdenas realdel 4r negativ, detta ger att da ¢ vixer obegransat kommer X(¢) att g4 mot nollvektorn.
Partikeln gar mot origo langs en spiral, da ¢ véxer obegransat.

SVAR: Den stationdra punkten, origo, ar en stabil spiralpunkt.

cost \ +cze_t( sint \

Den allminna lésningen ges av X = cie . .
9en g ! (2cost+smt) —cost+2sint)

00000Partikeln gar mot origo langs en spiral, da ¢ viaxer obegransat.

6. Vilka kurvor y = y(x) i planet har egenskapen att normalen till en godtycklig punkt(x,y) pa
kurvan skar x-axeln i punkten (x+1,0) ?

L&sning:
1
| en godtycklig punkt (x,,Y,) pa kurvan &r tangentens lutning y'(x,) och normalens — NN
Y (X
Normalens ekvation ar darfor —— = Y~ Y .
V() x-x
. . . 1 0 — Yo ’
Punkten (x, +1,0) skall ligga pa normalen, vilket ger — , V' (%)Y, =1.

v'(x,) B Xy +1-x,
Detta skall galla i varje punkt (X,,Y,) pa kurvan, vilket ger differentialekvationen y'y = 1.
Vi har en separabel differentialekvation. Multiplicera med tva och integrera.

C
Vi far y° =2x+C eller y==2x+ C dar x>—3.

C
SVAR: De sokta kurvorna ar y = +f2x+ C dar x> —5
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7. Bestam Fourierserien till den 2-periodiska funktionen f(x) =| X |+ x,-l<x<l,
Bestam vidare Fourierseriens virde for x = 1.

L&sning:

Den givna funktionen ar varken jamn eller udda.

a, nix nix
Funktionen f tilldelas Fourierserien = + E {a COST +b smT}.
n=1
Ett satt att erhdlla den sokta fourierserien ar att utnyttja BETA.
Den givna funktionen f (x)=|x|+x delas upp i tva delar, fj (x) = | och f5(x) = x.

1 1- cosnm
Enligt BETA har fj(x) = |x] fourierserien 3" E {2—2€0$nnx}.

n=1 (n7r)

— COSHT
Enligt BETA har f,(x) = x fourierserien E{Z—sm nﬂx}.

n=1 nrw

Addition ger att f(x) = fi(x) +f>(x) har fourierserien

1 1- cosnm —COSnw
DDDDDDDD——E{Z—z cosmrx}+ E{Z—smnnx}

2 n=1 (nr) n=1 nx
Det aterstar att bestamma fourierseriens summa for x = 1. Har ar den givna funktionen e;
kontinuerlig, men funktionen och dess derivata ar styckvis kontinuerlig pa hela reella axeln.

fA0) +f1-) 0+2-1

Fourierseriens summa for x =1 blir medelvardet

Ett annat satt att bestamma Fourierserien dr foljande.
2x, 0=sx<1
Vi omformar den givna funktionen: f(x) = x|+ x =

0, -1<x<0"
l 1
== f f(x)cosnaxdx = f 2xcosnmxdx = {partiell integration } =
-1
1
| Sinnax sinnzx | COS nTX cosnr -1
f =2 7| = )
(n) (n)

1 l
ag = %Lflf(x)dx={2xdx=l

1 1
1
b,= " f f(x)sin naxdx = f 2x sinnmxdx = {partiell integration } =

) 1
—COSHTX —COS nﬂ:x —COS 1T —sin naTXx —COS nT
=|2x— f2 =2 -2 5 =2 —.
nwx (nm) nw
) N ) 1 cosmr 1 —cosnm
Vi har erhallit féljande fourierserie: — + ﬁcosnn’x +2———=sinnnmx }.
o (nm) nw

} . o1 1- cosnm —COSHT .
SVAR: Den sokta Fourierserien ar 5— 2 2—200anx + E 2——sinnax} och

n=1 (nr) nx

dess seriesumma fér x =1 &r lika med ett.



KTH Matematik

8. Lat u(x,r) vara temperaturen i en smal stav med lingden L

d*u ou
Vidare géller att (9—2 —hu = ?, O<x<L, t>0, h ar en konstant.
X t

Bestam temperaturen u(x,t) da begynnelsetemperaturen ar f(x) och stavens dndpunkter &r isolerade.
Bestdm darefter temperaturen dd L = 7t och f(x) =2+ cos3x.

Lésning:

Vi separerar variablerna: u(x,t) = X(x)T(t).

Inséttning i den partiella differentialekvationen ger: X "(x)T () — hX(x)T(t) = X (x)T'(¢).

2SiC) =w+h=konstant =A.

X(x) T@)

Dividera med X(x)T'(¢):

X"(x)-AX(x)=0
T (@)-(A-BT@) =0

Vi erhaller ett system av linjara okopplade differentialekvationer: {

"T-ekvationen" har lésningen: T'(¢) = Ce(A_h)t.
For "X-ekvationen" behandlas tre olika fall: A >0, A =0 och A <0.
A>0, A=u’, ueR A=0 <0, A=-u®, ueRr

X(x)=A; " +Be™™ X(x)=Ax+B, X(x) =Ajcosux + Bysin ux

du du
Stavens andpunkter #r isolerade innebir att 07—(0, t) = &_(L’ t)=0.
x X

Tillsammans med variabelseparationen ger detta att: X '(0)T(¢)= X'(L)T(t) = 0.
Detta skall galla for alla £: X'(0)=X'(L)=0.

A>O,A=M2,MER A=0 A<0,A=—u2,MER
X'(x)= uA " -Be™) X'(x)=A, X '(x) = u(-A3sin ux + B3 cos uix)
Insattning av @ndpunkterna ger:

A>0, A=u’, uer =0 2 <0, A=-u®, uer

0=X'0)=uA; -By) 0=X'(0)=A4, 0=X'(0) = u(Bz)

0=X'(L)= M(Ale“L - Ble_“L) 0=X'(L)=A, 0=X'(L)=u(-AzsinuL + BycosulL)
Endast den triviala I6sningen. X(x)=B, {J?::ﬂ X(x)=A3 COS%
Motsvarande "T-l6sningar" blir:

A>0, A=u’, ueRr =0 2<0, A=-u®, uer

niw -
(=(=)"-h)t
T(t) = Coe T(t)=Ce L

Vi har erhallit tvd uppsattningar med Iosningar.

=0 <0, A=-u’, uer

nw o
(=(=)"-h)t
u(x,t) = BzCze_ht u(x,t)=Aj cosnTm Cie L

Linjarkombinationer av l6sningar ar losning.
Den losning som uppfyller de givna randvillkoren ar pa formen:

nit
ay _nt nax ~(() +h)t
u(x,t) = Ee + Y a, cosTe

n=1

Begynnelsevillkoret u(x,0) = f(x) ger: f(x) = u(x,0) = ‘170 + Eancos%
n=1
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L L
2 2
Koefficienterna ar: ag = —ff(x)dx och a, =—ff(x)cosﬂdx
) L

a
L =7 och f(x) =2+ cos3x ger f(x)=2+cos3x = 70 + Ean COSHX .
n=1
Identifiering ger: ag =4, a3 =1 och 6vriga a, =0.

3 2
—ht _((T) +h)t
Den sokta I6sningen ar u(x,t) =2¢ =~ +cos3x-e .
ni -
N ((T) +h)t
SVAR: Temperaturen u(x,t) = —e "y Ea cos—e
L L

X
dar koefficienterna ar: ag = fo(x)dx och a, =fo(x)cosanx.

Speciellt med L = och f(x) =2+ cos3x erhalles temperaturen

3 2
—ht _((T) +h)t
u(x,t)=2e¢ " +cos3x-e .

9. a) Definiera begreppet fundamentalmatris.
b) Lat @ vara en given fundamentalmatris till systemet X' = AX.
Bestam utgaende fran detta den konstanta matrisen A .

e” 3e"
c) Tillimpa b) pa fundamentalmatrisen P = (—e" 2€4Z) .

Losning:

a) | en fundamentalmatris @ till systemet X' = AX bestar kolumnerna av de linjart oberoende
I6sningarna till systemet. Da matrisen A &r nxn krdvs n linjart oberoende 16sningar.

b) Varje kolumn i fundamentalmatrisen @ uppfyller systemet X' = AX medfor att dven
fundamentalmatrisen uppfyller systemet, dvs @' = AD.

Matrisen A bestams genom att multiplicera ekvationen @' = A® fran héger med inversen till .
Denna invers existerar ty determinanten for en fundamentalmatris ar alltid skild fran noll pa grund av att
I6sningarna ar linjart oberoende.

Efter multiplikationen far vi ®'®" = ADPD ' eller A = O'D™".

c) Bestam inversen till fundamentalmatrisen.

., 1 et —3e* 1{ 2e' =3¢
Denir @ = =7l _4¢
e

3t — _
Se e’ e’ 5 e

e’ 8e*

—e! 1264’)

och derivatan av fundamentalmatrisen ir @’ =(

Da erhalles den konstanta matrisen

A D! (-e-’ 125”)1( 2¢ —3e’) 1(10 15) (2 3\
e

e—t 8€4t 5 -4t €—4t 5 10 5} 2 1}
SVAR: a) Se ovan
by A=®d"
c)

(2



