KTH Matematik

L dsningsférdlag till tentamensskrivning i Diff & Trans|, 5B1200(5B1220).
Tisdagen den 5 juni 2007, kl 1400-1900.
Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa |6sningarna pa ett sddant sitt att berakningar och resonemang &r |4tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.
Fordringar: 3: 16-23p; 4: 24-30p; 5: 31p-.
Uppgifterna: 1- 9 ger maximalt 4p vardera

1. L6ssamt ange maximalt [6sningsintervall till begynnelsevéardesproblemet xy¢ y* =y, y(1) =3.
L 6sning:

Differential ekvationen & separabel. (Aven av Bernoulli typ.)

Vi omformar: xy¢=y* +y.

Detva konstantldsningarna y = 0 och y = - 1 uppfyller € villkoret.

Da y! 0 och yt - 1kan differentialekvationen skrivas: Zi y¢:—1.
y y X
Vi partiabraksuppdelar och far da féljande uttryck: é - gy(l:—
ey y+1

Integration map x : Iy} - Inly +3 = InlX{ +InC] , Ir{y—ﬂ‘ =Inlc{ , y%lziclx =Cx.
Bestam integrationskonstanten. Villkoret y(1) =3 ger C :%.
Sétt in konstanten i ekvationen och |6s ut den sokta | Gsningen.
Vi far: 4y =3x(y+1) , y:i dar 4- 3x 1 0.

4 - 3X
Villkoret 4 - 3x t 0 ger att det finnstva mgjligaintervall: i:x:x <%g eller %x:x >§§.

Begynnelsevillkoret, y(1) =3, ger att det aktuellaintervallet & {l XX <§g

SVAR: Den soktaldsningen & y = 43X och dess maximalalosningsintervall ar # XX <§g.
- 3x

L 2 15 .
2. Bestdm en fundamentalmatristill systemet X ¢= é‘e 1 ng samt ange den allmanna | dsningen.
e

L 6sning:
Vi bestdmmer forst matrisens egenvarden och egenvektorer.
o . " . 2 1 M)
Egenvérdenaerhalles ur ekvationen 0 = det(A - Al) dar matrisen A :Eel 2;’.
e -

-2- A 1

1 -2- A
Egenvardenadr A, =-1och A, =-3.
Motsvarande egenvektorer, K , erhdlles ur ekvationen (A - M )K =0.

2+1 1 5
Inséttning av A, = -1 ger: Ee
e 1 -2+

o 2+3 1 5
Insdttning av A, = - 3 ger: Ee
e 1 -2+ 30

En fundamentalmatris, F , bestar av de linjart oberoende |6sningarnatill systemet.

In%’tttningger:o:‘ ‘:(-2-x)2-1,(2+x)2:1,x:-2¢1.

K, =0, en egenvektor Klzgé];.

1..
K, =0, en egenvektor K , :gl(;.
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&' e*y . : e
Vifar F=¢ _ag. Vi kontrollerar att dess determinant & skild ifran noll.
ee' -evg

Detta for att sakerstélla att de angivna losningarna ér linjart oberoende. detF = -2e* 1 0.
Den almannaldsningen kan skrivas X = F C, dar C & en konstant kolonnvektor.

@-t e-3t Py
SVAR: En fundamentalmatris F = & 3t°
ee' -e’g
®’' e ‘' e oeﬁj
Den dlménnalosningen X =FC=¢ 30 ’ o 0
ee! -e ‘QJ ee‘t -e%geC,o

3. En kakatas ur ugnen. Efter 10 minuter & kakan 105°C och efter 30 minuter ar kakan 65°C.
Vid vilken tidpunkt, kaktemperaturen & da 35°C, kan en smakbit erhdllas ?
Avsvalningshastigheten antas vara proportionell mot temperaturdifferensen T- T, , dar T, ar

rumstemperaturen 25°C och T & kakans temperatur i °C.
Losning:
Avsvalningsprocessen foljer differentialekvationen ?j—-{ =Kk(T - 25). Den allmannaldsningen

erhdlles som summan av den allménna homogena |6sningen och en partikul &rl6sning.
Vi f&r T = Ce* + 25. Nu 6ver till den I6sning som uppfyller villkoren.

T(10) = 105 ger 80 = Ce'™.

T(30) = 65 ger 40 = Ce**.

Ledvisdivision ger 2 = e vilket kan skrivas k = - 2—10 In2.

- 10g- = In2 s =
Insdttningger C=80e ¢ 2 2 =80e"" =80%2.
JE L S 10-t
Kaktemperaturen, T, vid en godtycklig tidpunkt, t, & T =80x2%e 2" +25=80 ® +25.
10- t 10- t
= == 1 10 -
T=350er 35=80X ® +25,2 % =s_3 =272 % =-3, t=70.

SVAR: Kaktemperaturen ar 35°C efter 70 minuter.

4. Losfort 3 0 begynnelsevérdesproblemet y@+4y¢+13y = e > cos3t, y(0) = y¢0) =
Losning:

Vi Laplacetransformerar: s°Y(s) +4sY(s) +13Y(s) =
S+2

(s+2°+3)*

Vid &tertransformationen observerar vi att L l{ F(s+a)} =e*LYF(s)}.

s+2
(s+2)°+3

LosutY(s) : Y(s) =

2 0 1 S U_ _atsindt
Vi far d& LHY(s)} = “L Lt
M= U e rary ™ S el 2
2ttsm3t

SVAR: Begynnelsevardesproblemets |6sning ges av y(t) = 5

5. Betrakta differentialekvationen y¢=y(y+1)(y - 2).

Bestam de stationara | 6sningarna och avgor |6sningarnas stabilitet/instabilitet.

L6sning:

Vi bestammer forst de stationara l6sningarna, vilka erhdlles da derivatan &r likamed noll.
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De stationaralosningarnadr y, =0, y, =- 1 och y, = 2.

Dérefter studerar vi derivatans tecken.

For y>2 & y¢>0 och y & dér en vaxande funktion. Sefigur.
Analogt for resten av reella axeln. Uppférandet & markerat i figuren.

+——f—>—<+1f—> >y

Den stationédralésningen y, = 0 & asymptotiskt stabil.

De stationaralosningarna y, = - 1 och y, = 2 &r instabila

SVAR: Den stationéra lGsningen y, = 0 & asymptotiskt stabil.
De stationdralsningarna y, = -1 och y, = 2 ar instabila

6. Enl6sning till differentialekvationen ty@ (L +t)y¢+y=0 , t >0 gesav y=¢.
Bestdm en bas for differential ekvationens |6sningsrum samt ange den allménna | Gsningen.
L 6sning:
En bas for differentialekvationens |6sningsrum bestar av de linjart oberoende |6sningarna.
Vi bestammer forst en av den givna lsningen linjart oberoende [6sning.
Vi anvander reduktion av ordning. Dettainnebér att vi sétter y = €'z.
Inséttning i differentialekvationen ger: t{éz@+ 2e'z0+ éz} - +t){ ez0G+ e‘z} +e'z=0.
Forenkla: t{z@+2z¢+ 2 - A +t){z¢+2} +2=0 , tz@+(t- Dz¢=0 .
Sétt: u=2zG u¢=zd. Vifardatue+(t- Ju= 0, vilken & separabel.

u¢ 1-t 1

Omformning ger: — = ES = T 1. Vi soker en l6sning.
u

Integrationmap t : Inul = Int - t, u=+te'. Enlosning sokes, tag u=te™', z¢=te™".
Partiell integration ger: z=-te’' - €. Vif&rday=€(-te'' - e')=-t- 1.
Aven y=t+1 & enl6sning. Vi undersoker det linjara oberoendet och anvander da

o e s e t+ .
Wronskian, vilken skall varaskild ifran noll. W(e',t+1) :‘e‘ 11‘ =-t¢ <0dat>0.

Detvafunktionerna, y=¢€ och y =t +1, & linjart oberoende och bildar en bas for
|6sningsrummet till den givna differential ekvationen.

Den allmanna l&sningen erhalles som en godtycklig linjarkombination av basfunktionerna.
Vi fér slledes y =€ +c,(t+1), dé&r c, och c, & godtyckliga konstanter.

SVAR: En bas for differentialekvationens | 6sningsrum ar {e‘,t +]} och den allménna
l6sningengesav y=ce +c,(t+1).

7. Bestam den 16sning till den partiella differentialekvationen ug¢- ug=u

som uppfyller villkoret u(x,0) =5e * + 3¢ **.

L6sning:

Vi anvander variabel separation.

Inséttning av u(x,y) = X(x)Y(y) i differentialekvationen: X¢x)Y (y) - X(X)Y®y) = X(x)Y(y).

Divideramed X(x)Y(y): 23X YAY) _; X&) _,  Y&y)
X(x) Y(y) X(x) Y(y)
Den partiella differentialekvationen 6vergdr i ett system av ordinéra differentialekvationer.

=konstant = A.
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L. IXEX) - AX(x)=0 i X(x) = Ae”

Vifar i och detta system har |6sningen { . D"

1Ygy)- (A -Y(y)=0 TY(y) = Be"”
Den partiella differentialekvationen har |6sningar paformen
u(x,y) = X(X)Y(y) = ABe™" " = g™,
Aven linjarkombinationer & losningar @ u(x,y) = C,&* Y + g™ DY,
Villkoret u(x,0) =5e * + 3¢ * ger u(x,0) =5e ¥ +3e* = Ce™ +C,&".

=5, M=

Cl . . - 4Ax- 5 - 2x-
|dentifiering ger: . Insdttning ger: u(x,y) =5e ¥ % +3" ¥,
g9 'c 3 he2 g ger: u(x,y)

SVAR: Den soktalésningen & u(x,y) = 56 * > +3¢

2x- 3y

3 cos(nnx)

8. | ett tabellverk star att s(x) = Q

n=1

& likamed = (3x - 6x+2), da 0< x < 1

Berdkna s(- 8 /3).

L 6sning:

Den givnaserien & en Fourierserie for en jamn funktion f (X), med perioden 2, dvs f (x+ 2) = f(x).
2

Vidare géller att f(x):%(3x2- 6x+2) ,dd O< x < L

Vi utnyttjar funktionens egenskaper.
f(-8/3)=f(-2- Zp ={f arperlodlskmedperlodenZ}—f( %) {f arjamn}= f(%)

Viférd& s(-8/3)= f(- 9’3)_1‘(;/3)_ (3(%) -6%+2)——(4 12+6)—-— .

SVAR: Den sokta seriesumman ar s(- 8/3)__%3 .

|
I
<

9. Studera systemet | genom att hitta alla kritiska punkter, bestdmma

A
(=2 =-x-X2+=-3
ta =0T Tepm Y A

deras typ(nod, sadel punkt, spiral, centrum) och avgéra huruvida de & stabila eller instabila.
Losning:
Vi startar med att bestdmma var tangentvektorn &r lika med noll.
Detta ger oss de kritiska(stationara) punkterna.
Dérefter studerar vi de kritiska punkternas karaktér genom att undersoka Taylorutvecklingen kring
aktuell kritisk punkt, med andra ord en linjarisering. Jacobimatrisen blir da ett viktigt redskap.
j0=y j(xy)=(0,0)
i al i(xy)=(-10)
fO=-x- Xt e 35 y f Tva kritiska punkter.
Jacobimatrisen ges av matrisen &8 0 1 1 ¢

G 1. = _gy?T

& 1- 2x > 9y 2

Tangentvektorn likamed noll ger: |

Inséttning av respektive kritisk punkt ger:
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(xy) =(0,0)

a0
Matrisen A = Q 1 }/ har komplexa egenvarden med positiv realdel.
20

-\
Egenvéardena erhdles ur ekvationen 0 = =\ —1x+1 (A - —) 15.
-1 }/2 16
Dessasr ), = EEVI5
Den kritiska punkten (0,0)ér en instabil spiral.
Detsamma géller aven for det icke-linjara systemet.
(xy)=(-10
® 1l
Matrisen B =¢ har skilda egenvérden och olika tecken.
el ;/Zg
) . . -\ 1 17
Egenvérdenaerhalles ur ekvationen 0 = =\ - —x 1=(\- —) -—.
1 % 16
Dessaar A = 1i;/1_7 .

Den kritiska punkten (- 1,0) & en sadel punkt och darmed instabil.
Detsamma gdller d&ven for det icke-linjara systemet.
SVAR: De kritiska punkterna &r (0,0) och (-1,0.

Den kritiska punkten (0,0)ér en instabil spiral.

Den kritiska punkten (- 1,0) &r en sadelpunkt och déarmed instabil.



