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Tal 1.

I :=

∫
|z+2−2i|=2

1

z2 + 4z + 5
dz =

∫
|z+2−2i|=2

1

(z + 2− i)(z + 2 + i)
dz.

Funktionen (z2 + 4z + 5)−1 har en pol av ordning 1 i punkten z = −2 + i
som ligger innanför {z : |z + 2− 2i| = 2}. Därför ger residysatsen∫

|z+2−2i|=2

1

(z + 2− i)(z + 2 + i)
dz = 2πi

{ 1

z + 2 + i

}
z=−2+i

=
2πi

2i
= π.

Svar: I = π.

Tal 2.

1

z(1 + z2)
=

1

2iz

( 1

z − i
− 1

z + i

)
=

1

2iz

( 1

−i(1 + iz)
− 1

i(1− iz)

)

=
1

2z

∞∑
n=0

(−i)nzn +
1

2z

∞∑
n=0

(i)nzn =
∞∑
k=0

(i)2kz2k−1.

Svar:

1

z(1 + z2)
=
∞∑
k=0

(i)2kz2k−1.

Konvergensradien är lika med 1.
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Tal 3.
L̊at f(z) = 5z4 + z3 + z2 − 7z + 14, f(z) = h(z) + g(z), där h(z) = 5z4 och
g(z) = z3 + z2 − 7z + 14. Antag att |z| = 3, d̊a

|h(z)| = 5× 81 = 405 > 71 = 27 + 9 + 21 + 14 > |z3 + z2− 7z + 14| = |g(z)|.

Rouches sats ger d̊a att f(z) = h(z) + g(z) har lika många nollställen som
h(z) innanför {z : |z| = 3}, dvs fem nollställen. Därför alla nollställen ligger
inuti cirkeln C = {z : |z| = 3}.

Tal 4.
a. Man först avbildar kvoten {z ∈ C : |z| ≤ 1} till {w1 ∈ C : |w1| ≥ 1}
s̊adan att

w1(z) =
1

z
.

b.

w2 = 2w1 =
2

z

avbildar {w1 ∈ C : |w1| ≥ 1} till {w2 ∈ C : |w2| ≥ 2}.
c.

w = w2 + i = 2w1 =
2

z
+ i

avbildar {w2 ∈ C : |w2| ≥ 2} till {w ∈ C : |w − i| ≥ 2}.
Svar: w = 2

z
+ i.
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