Institutionen fér Matematik, KTH
Per Sjolin

Losningsforslag till
TENTAMENSSKRIVNING

5B1202 DIFFERENTIALEKVATIONER OCH TRANSFORMER II, DEL 1
FREDAGEN DEN 18 MARS 2005, KL 8.00-13.00

1. Vi skriver om differentialekvationen som
sin x

Y + (cosz)y = 2¢™ % cos z.

Multiplikation med den integrerande faktorn e** leder till

esinacy/ + esinx(cos a:)y —_ 2625in;v COS T
vilket ger
d, . "
a(eblnmy) — 26251nx COS .

Integration ger
esinxy — e2sinm +C

och man far
y:eSlHZ‘_{_Ce—SlHZ'.

Villkoret y(0) =3 ger 3 =1+ C, d v s C = 2. Losningen till begynnelsevirdes-
problemet blir
y = esinx + Qe—sina:.

2. Sok egenvéarden till systemmatrisen:

2—m 5
4 3—-—m

5 /25
m:§j: Z+14 ger mi =7, mg=—2.

mp=Tger (2—7)A+5B=0,dvs A= B. Enlosning &r Ay = B; = 1. mg = -2
ger (2+2)A+5B=0,dvs4A+5B =0. En 16sning &r

As =5
By = —4.

':0 ger m?>—5m—14=0



2
Matrisen <4 2) har alltsd egenviarden 7 och —2 med egenvektorer G) respektive

(_54). Harav foljer att den allménna l6sningen till systemet ar

()-7()er(2)

xr = 61€7t + 5026_2t
2t

dvs
Y= 1€t — dege™

3. Lat f(x,y) =22 + :U|y|§ + 23 sin y? vara definierad i en omgivning av z = 1,
y = 0. Man far
4,1 1 2
of _ Jazlyls +x2(cosy”)2y, y=0
oy —x%|y\% + x%(cosy2)2y, y <0

och hérav foljer att f och %@J: ar kontinuerliga. Enligt Picards existenssats finns da
h > 0 s& att problemet

{y/ = f(l',y)
y(1)=0

har en unik 16sning pé intervallet (1 — h, 1+ h).

4. Finn kritiska punkter:

z—y=0 9
ger x=yochbzx=5 dvs x==l.
322 4+2y2 —5=0

De kritiska punkterna &r (1,1) och (—1,—1).

(1,1) | Satt
u=x—1
v=y— 1.

Systemet Gvergar till

W=u—v
v =3(u+1)24+2w+1)% =5 = 6u + 4v + 3u® + 202

med kritisk punkt (0,0). Linearisering ger
v =u—v
v = 6u+ 4v.

1- -1
mn =0 ger m?—5m+10=0

6 4—m




och man far

Héarav foljer att Rem > 0, vilket medfér att den kritiska punkten &r instabil.
(—1,—1) ]| Satt
u=x+1
{v =y+ 1L
Systemet Gvergar till

v =u—v
v = —6u — 4v + 3u? + 202

med kritisk punkt (0, 0). Linearisering ger
W =u—v
v = —6u — 4v.

1—m -1
mn ‘:0 ger m2+3m—10=0

6 —4—m

3 19
m:—§:|: Z+10:2eller — 5.

Den ena roten ar positiv, vilket medfor att den kritiska punkten &r instabil.
Bade (1,1) och (—1,—1) &r instabila kritiska punkter.

och man far

5. Vi loser problemet med Laplacetransformering. Vi har

1

Z(cos(3t)) = Pl

och Z(e™") =

s
249
Inséttning i den givna ekvationen ger

Z(f) = ZL(cos(3t)) + & (/Ot e Tf(t— T)d’i')

S 1

:s2+9+3+1$(f)

— o+ LENZ)

ty Laplacetransformen av en faltning &r produkten av de bada enskilda Laplace-

transformerna. Harav foljer

1 S
<1_5+1)$(f):$2+9

s+1 S 1
Z(f) = = .
() 219 249 249
Invers Laplacetransformering ger

och man far

f(t) = cos(3t) + %sin(3t).



6. Wronskideterminanten definieras som

Y1 Y2

W:
Y1 Yo

L . W uppfyller differentialekvationen

I kt =lar W=
punkten x ar 09

2

2lnz _ $2 ger

(se Boyce-diPrima s 149). Multiplikation med integrerande faktorn e
2717/ d 2
W' +22W =0 dvs d—(:v W) =0.
x

Hirav foljer 22W = C och W = C/2?%. Eftersom W = 2 d& x = 1, méste C' = 2.
Man far W = 2/z2%.



