Losningsforslag till Tentamensskrivning i 5B1202

Differentialekvationer och transformer II, del 1,
tisdagen den 23 augusti 2005

Uppgift 1. Ekvationen iir separabel ty e*’y' = 3z2y? ger
!
" = e " 322
Integration ger —y~! = —e~®" 4+ C. Hirav foljer 1/y = e’ + D dir D &r en

konstant. Detta ger
1

=)
y(0) =1ger1 =1/(1+ D) och D+1 =1, dvs D = 0. Losningen &r alltsa
y=1/e""" = ¢’ o

Uppgift 2. Satt T = (i ;) och berdkna forst egenvirdena till 7T'.

4 2—m
och 10 — 5m — 2m + m? — 4 = 0 och hirav fas m? — 7m + 6 = 0 och

7 49 7.5 6
= — :I: _ = — :I: —_ =
m=g5E\ g 0=3%3 L
Bestdm sedan egenvektorer (A, B) horande till egenvardena my = 6 och mg = 1.

Vi betraktar forst fallet m; = 6.

(5-6)A+B=0
4A+ (2-6)B=0

‘S—m 1 ‘:0 ger (5—m)(2—m)—4=0

ger A=B ochtex. A=B=1.

Vi far en 16sning €% (1, 1) till systemet.
Vi betraktar nu fallet mo = 1.

6-1)A+B=0
A+ (2-1)B=0
t.ex. A=1, B= —4. Vi far en 16sning e’(1, —4).
Den allménna, l6sningen ar da
(z,y) = c1€%(1,1) + coet (1, —4) = (c1€% + cyet, c158 — 4eyet).

z(0) = 5 och y(0) = 0 ger

ger 4A+B=0 och B=-44

¢t +ec=5
(31—402:0

Man far ¢; = 4¢s och 5¢e = 5 vilket ger ¢ = 1 och ¢; = 4. Den s6kta 16sningen
blir
{m = 4% + €t

y = 48 — 4¢?
1



Uppygift 3. Origo kritisk punkt till systemet ty £ =y = 0 ger
z+eV—cosy=0 och 3z —y—siny=0.
Vi skriver med Taylorutveckling systemet
g =x+e’—cosy=x+14+y—1+ f(z,y) =cz+y+ f(z,y)
{M=3w—y—smy=3w—y—y+g®40=3w—2y+g@w)
dar f och g har kontinuerliga forstaderivator och

@l L o 19@:9)

(2,1)] N )]

Linearisering ger systemet,
r=z+y
y' =3z — 2y

-0 da (z,y) — 0.

For matrisen A = 11 géller
3 =2
1 1
detA—‘3 _2——2—3——57é0.
For att undersoka stabiliteten berdknar vi egenvérdena till A:

_ 1-m 1 _ _ 9 _a_ _o_ 2_ 9 _ .2 _
0= 3 —2—m_(1 m)(—2—-m)—3=-2-m+2m+m*-3=m+m-35
ger

1 1 1 21
=ty f-45=—o £ Y
m 1 +5 5 >

m1 = (V21 —1)/2 > 0 medfor att origo ar en instabil kritisk punkt.

Uppgift 4. Ekvationen zy' — (z + 1)y = —2° kan skrivas

)T+ 1:1/ g2
x
Funktionen
z+1 1
_ - _1-=
x T
har primitiv funktion —z — In z. Integrerande faktor
e—w—lnw — 1 .
re®
Multiplikation ger
1, z+1
zer 2er VT T ew

vilket kan skrivas

A1\
dz \zez?) =~ 7%

y=— /e*zxdx =e "x— /e*zdm =ze +e *+C

Integration ger

—T

e

x

dér C ér en konstant. Hirav fis y = 2% + 2 + Cze®.



Uppgift 5. Den homogena ekvationen &r av typen
22y" +azy' +fy=0 med a=3 och =1,
dvs Eulers ekvation. Vi l6ser forst ekvationen
rir—=1)+ar+p=0 dvs r(r—1)+3r+1=0
vilket ger 7> —r 4+ 3r +1 = 0 och r2 + 2r + 1 = 0. Denna ekvation har dubbelrot

r = —1. Enligt teorin har d& den homogena ekvationen losningarna,
1 Inz
= — och = —.
=17 Y2 p

Vi anvénder variation av parametrar for att bestdmma en partikulérlosning till den
givna inhomogena ekvationen. Ekvationen ar

3, 1
y'+ -y +Sy=1
X X

Vi har
Y1 Y2 1 In e 1 Inz Inz 1
Y1 Y2 2z m—a—% x3 3 x3 3
och far (med R =1)
1);']_ = ——y%ﬁ = ——(l?fw)gm = —.CL'2 Inz
/ _ wmR _ 1z _ 2
V2 =W = 1/z3 — T

Harav fas

3 3 1 1 3
vl:—/m2lna:da::—%lnx+/%5dx:—§z3ln:c+%+0
och va = 2%/3 4+ D. Vi viiljer C = D = 0 och far en partikulirldsning
1 2 1 2
—§x21nx+%+§mzlnx: %

Yp = V1Y1 + V2Y2

Den allménna l6sningen blir d&
1 Inz 2?
y=A—-+B— + —
T T 9

dar A och B &r konstanter. |

Uppgift 6. Ekvationen kan skrivas
f+ fxet =sint.

Laplacetransformering ger

1 1
F(s)+F(s)s_1 =51
dar F = L(f). Harav fas
1 1 -
F(S)(1+s—1):F(s)silzm och F(S):s(sszi—l—ll)'
Vi gor partialbraksuppdelning:
s—1 :é+Bs+C ger s—1 :A52+A+Bs2+Cs
s(s24+1) s 241 s(s2+1) s(s2+1)



och

A+B=0 A=-1
c=1 vilket ger B =
=-1 Cc=1
Hérav fas ) ] .
F(s)=—

och f(t) = —1+ cost +sint.



