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1. (1+22)(e¥%y —22) =1 ger

ey = 2x +

1+ a2
Integration ger e¥ = x2 + arctanz + C. Villkoret y(0) = 0 ger 1 = C och alltsa
eY = 22 4 arctan z + 1. Harav foljer y = In(2? + arctanx + 1).

2. Vi bestammer forst egenvardena till matrisen A = (_513 ‘i’) Det galler

-13-X 3

det(A —\I) = 5 1-

= (=13 —=M\)(1 =\ —15= A2+ 121 — 28.

Ekvationen A\? + 12\ — 28 = 0 har 16sningarna,
A=—-06+v36+28=—-6+8=—14 eller 2.

A har alltsd egenvirdena A1 = 2 och Ay = —14. Vi bestdmmer sedan motsvarande
egenvektorer. Ekvationen (A — \I)K =0, ddr Ay =2 och K = (2;), ger

(=13 — 2)k; + 3kg = 0,

vilket leder till ko = 5ki, t ex ki = 1,ks = 5. K7 = (é) ar alltsé egenvektor. For
A2 = —14 fas analogt (—13+14)k1+3ke = 0,d vs ky = —3ka, tex ko = 1,k; = —3.
Ky = (_13) ar alltsd egenvektor.

Enligt teorin ar d& den allm&nna l6sningen till systemet

Ty gt (1 4t [—3
() =oe(5) +e (7))

dar cq, co ar reella konstanter. Harav fas
<x> B <cle2t — 302614t>
y 5c1e2t + coe— 14t )
Villkoret z(0) = —2,y(0) = 6 ger
c1 — 3¢y = —2
{501 +co=06
och hérav fas ¢y = co = 1. Den sokta 16sningen blir

T o2t _ go—14t
() = (i)



3. Laplacetransformering av
{y’ — 4y =6(t — 3)
y(0)=0

ger sY (s) —4Y(s) = 73 ty Z(y) = sY(s) — y(0) om £(y) = Y(s). Man far
(s —4)Y (s5) = =39, vilket ger

Vi anvander nu andra translationssatsen:
ZL(ft—a)Z(t—a))=e ®F(s).
Har ar F(s) = Z(f) och

0 0<t<a;
%(t—a):{ om 0 < a

1 omt>a.

I vart fall &r a = 3 och f(t) = e*, sa att F(s) = 1/(s — 4). Vi far

y=2" <€_33L4> =ty (t-3) = {0 om0 <¢<3;

s — e 12 omt > 3.

4. Vi sitter 2 = 3’ — y och den givna ekvationer 6vergar da till zz' — 2z = 0 ty
2 =y" — . Harav fas x2’ = 2z och

Z 2

z
Integration ger In|z| = 2In|z| + C = In2? + In A = In(Az?) for z > 0, dér vi satt
C = InA. Man far |z| = Az? och dirmed z = Ax?, dir A #r en reell konstant.

Sambandet z = ' —y ger sedan y' —y = Ax?. Multiplikation med den integrerande

faktorn till denna ekvation, e~%, ger e %y’ — e %y = Az%e~*. Vi har
d
d—(e*‘ry) = Az?e™®, vilket ger e %y = A/ezxzdx. (1)
x

Partiell integration ger
/€_$132dlll = —e%2% + /€_$2l‘dl‘ = —e 2% — e "2z + /e_$2d3: =
=—e %2 —e "2 -2+ B=—e%(2*+ 2z +2)+ B,
dér B ar en reell konstant. Inséttning i ekvation (1) ger
e %y = —Ae "(x? + 2z +2) + AB

och diarmed y = —A(z? 4 22+ 2) + ABe®. Hirav foljer att den allménna ldsningen
till den givna ekvationen &r

y = c1(z? 4+ 22 + 2) + c2¢”,

dar c¢; och co ar godtyckliga reella konstanter.



5. Kritiska punkter saknas. Differentialekvationen fér banorna blir

dy 4/z 5dy vy

—=—— dvs -—==

dz  5/y 4dx  «x
(ty dy/dz = y'/a’). Integration ger 5lnly| = 4ln|z| + C. Alltsa &r In|y|° =
In(|z|*A), dir A > 0, s& att |y|°> = A|z|* och |y| = A|z¥/°. Hirav fas y = +A|z|*/.
Fasportrattet visas i figuren nedan. Banornas riktning bestams av att ' > 0 for
y>0och 2z’ <0 for y < 0.
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6. Ekvationen kan skrivas
246 1
y//+ §$y':—y:0
T x

eller
+ 6x 1

, 2
y" +p(x)y +aq(z)y =0, dir p(r) = == och q(z) = —.
Funktionerna p(x) och ¢(z) ar inte analytiska i z = 0 men ap(z) = 2/3 4+ 2z och

22q(r) = x &r analytiska. Hirav foljer att x = 0 #r en regulir singuldr punkt. Vi
studerar forst indicialekvationen 7(r — 1) + por + qo = 0. I vart fall &r py = 2/3 och

qo = 0, och vi far ekvationen

7‘277"4*%7‘_0 =N r r—l =0 <~ r—lellerO
3 3) 3 '

Enligt teorin har d& den givna ekvationen l6sningarna
oo o
/3 (1 + Z anzx”> och 1+ Z bnx"
1 1

3



pa intervallet 0 < x < 1. I uppgiftstexten ar alltsd r1 = 1/3 och ro = 0. by, bs och
bs kan bestdmmas genom inséttning av y = > ;° bpa™ med by = 1 i differential-
ekvationen. Vi far

oo
y = Z bpnaz" !
1
o
y' = Z ban(n — 1)z 2
2
o o0
3xy” = Z ban(n —1)3z" 1 = Z bp+13n(n + 1)x™
2 1
(o) [e.e]
2y = bu2na" ' =) bpy12(n+ 1)a"
1 0
oo
6y’ = Z by 6nx™
1

3y = i b 32",
0

Efter insattning i differentialekvationen fas féljande koefficient for z™:
bpnt1(n+ 1)3n 4+ bpr12(n + 1) + by6n + 3by,.

Denna koefficient skall vara lika med noll for n = 0,1, 2,.. ., vilket ger

6n + 3

bn 1)(3n+2) +b,(6n+3) =0 och by = — s
+1(n+1)(3n +2) + b, (6n + 3) oc 41 ESEES)

darn =0,1,2,.... Insdttning av n = 0 ger
3 3
bp=—=bpg=—=
1 20 27
n =1 ger
9 9 3 27
=y T2 T

och n = 2 ger slutligen

15 5 27 21

ho = —— 2y = 2. 20— 20
3 2 8 20 32
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