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1. Ekvationen xy’ = —y? ger y'/y?> = —1/ som i#r en separabel ekvation. Integ-
ration ger —y~! = —Inz + C, dir C #r en konstant. Hirav fas 1/y = Inz + A, dar
A &r en konstant. Villkoret y(e) =1 ger 1 =lne+ A =1+ A, vilket ger A = 0.
Man far alltsd 1/y = Inx och y = 1/Inx. Detta géller for x > 1.

2. Ekvationen har en l6sning y; = x. For att bestdémma en andra 16sning gor vi
ansatsen y = yo = vr. Man far v/ = v + 20/, v’ = 20’ + 20", och inséttning i
ekvationen ger

2220 + ") — (2% 4 22) (v 4+ 2v) + (z 4 2)zv = 0.

3 3,

Hérav fas 0" — 2°v" = 0 och v = ¢/, vilket ger v”/v' = 1. Integration ger

In|v'| = x4+ C och [v/| = e%e®. Vi kan vilja v/ = €® och v = . Man far alltsa
y2 = xe® och den allménna l6sningen blir

X
Y = c1y1 + Coy2 = Cc1x + coxe”,

dar ¢; och ¢y ar konstanter.

3. Den givna ekvationen kan skrivas
x
y:ex—{—/ Tly(t)dt dvs y=e"+e"xy.
0
Laplacetransformering ger Y = Z(e*) + Z(e®)Y, dar Y = Z(y). Hérav fas (s —

1)Y =1+4Y och (s —2)Y =1, vilket ger Y =
ger y = e%7.

1 .
<=5 Invers Laplacetransformering

4. Systemet kan skrivas X' = AX dir X = (gy”) och A &r matrisen (2 1). Vi

bestdmmer forst egenvirden och egenvektorer till A. Man far

3—-X 1

=3-)N1- 1=X -4 \+4=(\-2)2=
[ FBENA =N+ =N AN d = (A= 2)? =0,

vilket ger A = 2. A har alltsa egenvirdet A = 2, vars multiplicitet &r 2. Vi bestdm-
mer sedan en egenvektor K = (Z;) Man far k1 + ko =0, t ex ky = 1, ko = —1 och
K = (_11) Systemet har en 16sning X1 = e*' K.



Det finns inte tva linjirt oberoende egenvektorer svarande mot egenvirdet
A = 2. Vi bestdmmer en vektor P = (g;) sadan att (A — A[)P = K, dar I &r
enhetsmatrisen. Man far
p1+p2 =k
—p1 —p2 = ko,

vilket ger p1 +p2 =1, tex p1 = 1,po =0. Vi far P = ((1)) och en andra 16sning till
systemet ges av Xo = te?' K + €' P.
Den allm&nna l6sningen ar da

2t 2t 2
t
X = 1K + cote® K + cpe® P = (Cle + cate™ + cze >

—cie?t — cote?t

z(0)
y(O))

ci+c=1 cp=-2
och
—c1 =2 co = 3.

x— (%) = —2e% 4 3te? + 3¢\ [(e*(3t+1)
C\y/) 2e2t — 3te2t o \e2(2-3t))°

5. Visitter P(z,y) = 224 3y?>—4 och Q(x,y) = y—x sa att systemet kan skrivas

{x' = P(z,y)
y/ = Q(x,y)

Kritiska punkter ges av P(x,y) = Q(x,y) =0,d v s

dér c; och co dr konstanter. Begynnelsevillkoret ( (%) ger

Héarav fas

22+ 32 —4=0
y—ax=0.

Man far y = z och insittning av detta i forsta ekvationen ger x2 + 322 =4, d v s
2?2 =1, vilket ger z = £1. Vi har dérfor de kritiska punkterna (1,1) och (-1, —1).
For att studera stabiliteten infér vi matrisen

P, P 2x 6y
A= oY= .
(Ga)-(57)

Punkten (1,1): 2 =y =1ger A= (%$). Vi har det A # 0 och vi undersoker
egenvirdena till A. Vi far

2—-X 6

= (2 - \)(1— — )\ _ —
1 1-1 2=AN)1=XN)+6=X\—-3\+8=0,




vilket ger A\ = % + ,/% — 8. Da % — 8 < 0, har bada egenvirdena positiv realdel,
vilket medfor att (1,1) &r en instabil kritisk punkt.
Punkten (—1,—1): z =y = —1ger A= (27 °) och det A # 0. Man far

=A+2)A—1)—6=X2+1-8=0.

—-2—-X —6
-1 1-2A

Héarav fas A = —% + \/% + 8. Egenvérdet A = —% + \/% + 8 &r positivt och hirav
foljer instabilitet.

6. Ekvationen kan skrivas 3y’ + Py’ + Qy = 0, dir P = — %2 och Q = —%

1 —x2"
P och @ &r analytiska i x = 0. Problemet har dirfér en 16sning pa formen y =

o0 ana™ i ett intervall kring x = 0. Vi skall sdtta in y = ) ;° apa™, dér enligt
begynnelsevillkoren ag = 1 och a1 = 0, i ekvationen. Vi har y' = 30" na,z" ! och
v’ =Y 0n(n — 1)a,z™ 2. Det foljer att

oo
Y = Z(n +2)(n + 1)ap422™,
0

o0

—x?y’ = — Z n(n — 1)apz",
0

o.)
—bzy = — Z 6na,x™, och
0

o0
—4y = — Z danx”.
0

Inséttning i ekvationen ger

Z {(n+2)(n+ 1)apn+2 — n(n — 1)a, — 6na, — 4a,} z" = 0.
0

Hérav foljer att koefficienten for x™ &r noll for alla n, vilket ger

(n+2)(n+ 1anss = an(n® —n+6n+4) = ap(n® +5n+4) = ap(n + 1)(n + 4).

Man far apqo = Z—i’%an, n = 0,1,2,.... Begynnelsevirdena a9 = 1, a; = 0 ger
a3:a5:a7:...:0ocha2:%a0:2,a4:ga2:3,a6:§a4:4,
ag = %% = 5 och allmént ag, = n+1,n =0,1,2,.... Hirav fasy = > o (n+1)z*"
for |z] < 1. Vi har (1 — )1 = >"0°2" och derivering ger (1 — )2 = > " na" L.
Hérav foljer

(0.9) o

(1—-a2%)72= anL’Q(”_l) = Z(n + 1)z,
1 0

Losningen #r alltsd lika med (1 — 22)72.



