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1. Ekvationen kan skrivas v’ + (1 — %)y = %e‘x, vilket 4r en linjar ekvation

av forsta ordningen med integrerande faktor e*~2In% — %ex . Multiplikation med
denna faktor ger

och
d (. y_1
dr \22°Y) T 3

1
ﬁe‘”y = —5372 +C,

dér C &r en konstant. Hirav fas y = —4e~® +Ca?e~". Villkoret y(1) = 1 ger sedan
1=—2e1+Ce ! =(C—1)e ! Dettager C—1 =eoch C=e+ 3. Losningen
blir dérfor y = (e + 3)az%e ™" — e~ 7.

Integration ger

2. Den homogena ekvationen 3” — 2y +y = 0 har karakteristisk ekvation m? —

2m + 1 = 0, vilket ger m = 14+ +/1—1 =1, d v s dubbelrot m = 1. Hirav foljer
att den homogena ekvationen har allménna l6sningen yy = Ae® + Bxe®, dir A
och B &r konstanter. Vi sitter y; = e och yy = ze®.

Vi skall bestdmma en partikulédrlosning till den givna ekvationen. Vi anvénder
metoden med variation av parametrar och gor ansatsen yp = viy1 +v2y2. Vi sitter
R = e®Inx och later W beteckna Wronskideterminanten av y; och y2,d v s

T T
1 Y2 e ze
W = y/ y/ — . , . :.7362%—}-621—1‘621:62‘%.
Y1 Yo e’ xet +e
Enligt teorin fas
I _ 2R ze®elnz _
vy = -5 = -5 = e
! _ y1R _ e®e®lnz __
vy = Y = S5 =1Inx.

Integration ger

22 51
U1 :—/xlnxda::—lnx—i—/x —dz
2 T

2 2

T 1 T 1,
——21nx+2/mda:——21nx+4x + Cy



och
Vg = /lnxdx =xlnz —x+ Cs.

Vi viljer C1 = Co = 0 och far

2
{vl = %332 -5 Inx

vo=xlnxr —x

och yp = e*(j2? — 12’ Inz) + ze”(zInz — z). Den allménna l&sningen till den

givna ekvationen blir da

1 1
Yy =yg +yp = Ae® + Bxe® + —a?e® — ixQe‘” Inz + 2%e* Inz — 26"

4

3 1
=Ae* 4+ Bxe® — 1x2em + §x2ex Inz.

3. Laplacetransformering av i/ +y % e~ 2 =1, y(0) = 0 ger

1 1
sY + Y =-
s+ 2 S
ty Z(y') = sY och L(y*e ) = L(y)L(e ) = H%QY, dir Y = Z(y). Harav
fas )
1 1 2 1 1
s+ Y1 o ZEstly 1
s+2 s s+2 S
Man far Y = (s + 2)s (s + 1) 72 och partialbraksuppdelning ger
1 1 1
Y=2--2

s Ts+2 (s+1)2
Invers Laplacetransformering ger sedan y = 2 — 2e ¢ — te™".

4. Systemet kan skrivas X’ = AX, dir X = (Qy”) och A dr matrisen (§1). Vi

bestdmmer forst egenvirden och egenvektorer till A. Man far

1-X 4

0 1. =(A=1)2=36=X -2 +1-36=A>—2A—35=0,

vilket ger A = 14+ +/1+35 =146 = 7 eller —5. A har alltsi egenvirden \; = 7
och Ao = —5. Om K; = (lz;) ar egenvektorn svarande mot A, fas —6k; + 4ko = 0,
vilket ger 2ks = 3k1. Vi kan vilja k1 = 2, ko = 3 och far en egenvektor K = (g)
Om Ky = (g) ar en egenvektor svarande mot Ao, fas 6l; + 4lo = 0. Vi kan vilja
lh =2,1ls = —3och far Ky = (_23) Den allménna 16sningen till systemet &r da

T\ (2 st 2\ 2c1e™ + 295t
<y) - ac (3> e <—3> B (361€7t — 3cge )7
dér ¢; och ¢ &r konstanter. Villkoren x(0) = 4, y(0) = 0 ger

2c1 + 2c5 =4
301 — 362 =0



vilket ger ¢c; = co = 1. Den sokta 16sningen &r darfor

xr=2e" 4 27
y = 3e™ — 3¢5
D& ett egenvirde ar positivt dr (0,0) en instabil kritisk punkt. Den &r d& heller

inte asymptotiskt stabil. D4 ett egenvérde &r positivt och ett negativt, ar origo en
sadelpunkt.

5. Kritiska punkter ges av

vilket ger att (z,y) &r kritisk punkt om och endast om x = y. Man far ocksa

dy dy /dz _ (y—=)(z—4)  x—4

de dt/ dt  (z—y)(y—4) y—4

och differentialekvationen for banorna blir

dy
—4)-L = —(z—4).
(-0 =@
Integration ger 1(y —4)? = —3(z — 4)> + C, dér C &r en konstant. Hérav fas

(v —4)2 + (y — 4)2 = 20 = A, dér A #r en positiv konstant. Banorna ges alltsa
av (x —4)2 + (y — 4)? = A, y # x, d v s cirklar med medelpunkt (4,4) (och med
punkterna pa linjen y = = borttagna).

Y

(4,4)




For att bestdmma riktningen konstaterar vi slutligen med hjélp av systemet

y>z, y>4 = 2/ <0 = banorna gir it vinster
y>x, y<4 = 2/ >0 = banorna gir at hoger
y<wz, y>4 = 2/ >0 = banorna gir at hoger

y<xz,y<4 = 2/ <0 = banorna gir at vinster.

6. Ekvationen kan skrivas

eller y” + p(2)y’ + g(z)y = 0, dér p(z) = 3% och ¢(z) = 1. Funktionerna p(z)

och g(z) dr inte analytiska i = 0 men zp(z) = 3 + 32 och 2%q(z) = z &r
analytiska. Harav foljer att x = 0 &r en reguldr singuldr punkt. Vi studerar forst
indicialekvationen r(r — 1) 4+ por + qo = 0. I vart fall &r pg = % och gg = 0, och
vi far ekvationen 72 — r + %r =0,dvsr?— %T = 0, vilket ger r = % eller r = 0.
Enligt teorin har da den givna differentialekvationen losningarna

(o) o
z/? (1 + Z anx”> och 1+ Z bpx™
1 1

pa intervallet 0 < x < 1. Hirav fas r; = % och 79 = 0. b1 och by kan bestdmmas
genom insittning av y = Y o b,z" med by = 1 i differentialekvationen. Vi far

(o @) o

Y = bana™ ' = bopa(n+1)a”
1 0
o0

Y’ = Z ban(n — 1)z 2
2
o0 oo

2y’ = Z 2b,n(n — 1)x"71 = Z 2bp+1(n + D)na™

2 1

[o¢]
3xy = Z 3b,nx™.
1
Inséttning i differentialekvationen ger
(o] [o.¢] (e.) o
Z 2bp11(n+ 1)na™ + Z bpi1(n+ 1)z + Z 3b,nz" + Z 26,2 = 0.
1 0 1 0
D& koefficienten for ™ ar lika med 0 fas

2bp+1(n+ n+bpp1(n+1) +3byn+2b, =0, n=0,1,2,...

Hérav fas bp,r1(n+1)(2n+1) + b,(3n+2) =0 och
3n + 2
n+1)(2n+1)

bmlz—( bn, n=0,1,2,....

n=0gernub =—31=-2o0chn=1ger by =—5:(-2) = 2.



