Institutionen for Matematik, KTH

TENTAMENSSKRIVNING
SEF1629, 2009-01-08, kl. 14.00-19.00

Hjdlpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

Tentamen bestar av 6 uppgifter som ger totalt hogst 19 podng. Tentamenspodng och
bonuspodng adderas. Prelimindra betygsgranser: for betyg Fx kravs 8 podng, for betyg E
kravs 9 podng, for betyg D kravs 11 poang, for betyg C kravs 13 poang, for betyg B krdavs
15 podng och for betyg A krdvs 17 podng.

1) Los foljande differentialekvation

xz':z—i-l—i-L z(1) = -3
Z—f—l’ )

samt ange storsta intervall dar 1osningen existerar.
2) Bestdm den allménna l6sningen till differentialekvationen
32" + %2 — Atz = Int .

(Ledning: For partikuldrlosningen en ldmplig variabelsubstitution z = logt férenklar
rakningarna.)

3) Betrakta differentialekvationen

sin 2

Vi /
st — 0.
m@+n? YT

a) Visa att punkten x = 0 &r en reguljar singular punkt?
b) Bestidm koefficienten framfor termern 2% i utvecklingen av serielésningen kring z = 0,
for den storsta roten till indicialekvationen.

4) Bestam losningen till begynnelsevérdeproblemet

Yty =2y =e(w(t) —ua(t),  y(0)=0, y(0)=1,
dér u.(t) =1 for t > ¢ och u.(t) = 0 for ¢t < ¢ (translaterade Heaviside funktionen).

5) Bestdm allménna l6sningen till systemet av differentialekvationer

¥ = 3x — by, y = 2x — 3.

6) Betrakta det autonoma systemet
=142y — 222, y' = 2x(x — 2y)

(a) Bestam systemets kritiska punkter.
(b) Understk dessa genom linearisering av systemet. For varje kritisk punkt ange typ av
fasportratt samt stabilitetsegenskaper.

Lycka till

(3p)

(3p)

(3p)
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1) Ekvationen kan lésas pa olika sitt. Forslag: Skriv om ekvationen genom y = z + 1,
och y(1) = -2

, 1
vy =y+ -
)
som kan skrivas om som z(y?)'/2 = y? + 1, sitt w = y* och vi far w'/(w + 1) = 2/x som

ger losningen log(w+1) = logz? +c dvs y? +1 = cyz? eller y = £+v/c;22 — 1. Initialvirdet
ger nu —2 = ++/c; — 1, dvs vi maste vélja minustecknet samt ¢; = 5. Svar blir da

y=—Vbhr?—1, z=—-1—+ba?—1.
Definitionsintervallet blir da (1//5, 4-00).

2) Gor en variabelbyte x = logt for att fa en ny ekvation:

y(x) = y(logt) = 2(t),
som ger 2/ =y'/t, 2" = (—y +vy")/t* och efter insdttning far vi

T

y"' — 4y = xe .

2x

Den homogena ekvationen har losningen c;e?® + cpe™2%. Den partikulira 1osningen kan

fas genom ansatsen y = u(x)e™* som leder till
u —2u' — 3u =z,
som l6ses enkelt med antaganden u = ax + b och inséttning ger a = —1/3, b = 2/9, dvs
y=(—x/3+2/9)e".

Alltsa
y=c1e” + e 4 (—x/3+2/9)e™"

som i t-variabel ger
et + ot 4 (—Int/3 +2/9)/t.

3) Jamfor sidorna 286-289 i boken. Vihar P(x) = li?;“ff), Q(z) =1, R(x) = 1 (se ekvation
(11)-(14) sidan 288. Dérmed kan vi berdkna py = lim, o zQ(z)/P(x) = lim,_oz In(x +
1)/2sinz? = 1/2, samt ¢y = lim, .o Q(z) = lim, o2?In(z + 1)/2sinz? = 0. Vi ser
gransvirden py och qq exiterar. Darfor ar x = 0 en rregular singulér punkt.

Vidare har vi att indicialekvationen &r r(r — 1) + por + go = 0 och med dessa vérden

po=1/2,90 =0 far vi r; = 0,7y = 1/2. Skriv om ekvationen till
2sinz?y” + In(z + 1)y + In(z + 1)y = 0.

Vi gor ansatsen

0o
Yy = Z an$n+1/2’
n=0



och far

Y = S (n+1/2)aua" 2 = (a0/2)a™ 2 + (3/2)ara'? + O@*2),

n=0
Z 7Z—|-1/2 n—1/2)an n—=3/2 _ (a0/4)x_3/2+(3/4)a1x_1/2—|—1O(x1/2),
n=0

samt
sinz® = 2% + O(z*), In(z + 1) =z + O(2?).

Insattning i ekvationen ger
2[22 + O(2h)][—ao/427>* + (3/4)arz~ 2 + O(2V/?)]+

[+ O(*)][(a0/2)2™"? + (3/2)arz'? + O(«*?)] + [z + O(2?)][agz'/? + O(«*?)] = 0
(3a1 4 ag)z®?* + O(2°%) = 0,
dvs a; = —ag/3 och ag kan véljas fritt. Valet blir da

ao(1 — (1/3)2/? + hogre termer).

4) Laplacetransformen av ekvationen leder till
(8" +s=2)V —1=L(e"(Ht—1)— H(t-2)))

eller

(6—25—2 + 6—5—1) '

1 - e—25-2 | o—s—1
(s—1(s+2) (s—1)(s+2)(s+1)

2
(s2+s—2)Y—1:/ et dt =

1 s+ 1

Y —

Partialbraksuppdelning ger

1 _ 1B 13
(s—=1)(s+2) (s—1) (s+2)
1 _ s -2 13

(s—1)(s+2)(s+1) (s—1) (s+1) (s+2)

B 1/3 —1/3 (252 4 s 1/6 —1/2 1/3
Yoy T 61 ( + )<(s—1)+(s+1)+(3+2)>

Tar vi inversen far vi
y=re"/3—e?"/3— e Puy(t) (et’2/6 —e*t/2 ¢ e’Q(t’Q)/B)

+e g (t) (et’1/6 —et/2 4 e’z(t’l)/B) :

5) Ekvationen i matrisform &r x’ = Ax dér

a=(53) x=ww



Matrisen A har tva egenvirden Ay o = £i, Egenvektor till A =4 dr £ = (5,3 — i), som ger
l6sningen x = e’ vars real och imaginir del blir

x' = (5cost,3cost + sint), x? = (5sint, 3sint — cos 2t).

Den allmanna losningen blir
X —¢c dcost ny 5cost
'\ 3cost +sint >\ 3sint—cost )

6) Kritiska punkterna fas genom
142y —22% =0, 2z(z —2y) =0

e (0,—-1/2), (1,1/2) (—=1/2,—1/4).

Jakobimatrisen till den linjariserade ekvationen blir da

—4x 2
8r —4y —4z |

Vi gor insattning av kritiska punkter och bestdmmer motsvarande matrisens egenvarden

som blir da
0 2
o as(22)

ger A1 o = £2, dvs sadel punkt och instabil. For

(11/2) (52

ger \jo = —4+ 2v/3 < 0 dvs stabil nod. For
2 2
iz (23

som ger \jo =2+ iv/6, dvs en instabil spiral.



