Uppgift 1, pastaendena.
i. Lat ¢o(t) = 0 och

dn(t){ [2(t-1)]"* 121,

0 t<1

(jAmfor med exempel 3 i avsnitt 2.4 i boken). Da &r ¢y och ¢; bada l6sningar
till det givna begynnelsevardesproblemet. Vidare forhaller det sig sa att oavsett
hur litet intervallet I &r sa finns det ett to € I sadant att ¢g(to) # ¢1(to). Svar:
falskt.
ii. Eftersom

yr+y  x+1

241 Yer i
ar en produkt av en funktion av x med en funktion av y far vi svar: sant.

ili. Lat xg = ¢(to). Da har vi att

f(xo) = f(o(to)) = ¢'(to) = 0,

déar den andra likheten ar en konsekvens av att ekvationen géller. Foljdaktligen
ar zo en kritisk punkt till ekvationen. Definiera ¥ (t) = z¢. Da uppfyller ¢ och
1 den givna ekvationen och de har samma begynnelsevarden i ty. Pa grund av
att f ar kontinuerligt deriverbar kan vi tillampa existens och entydighetssatsen
for att dra slutsatsen att ¢ = 9. Med andra ord har vi ¢(t) = ¢(tg) for alla
t € I. Svar: sant.

iv. Eftersom ¢; inte &ar identiskt lika med noll sa finns det ett ¢ty € R sadant att
@1(to) # 0. Valj ¢ sa att

P2(to) = coi(to)-

Da uppfyller ¢ och cp; samma ekvation och har samma begynnelsevirde i
t = ty. Via entydighetsdelen av den relevanta existens och entydighetssatsen &r
saledes ¢ = c¢1. Svar: sant.

v. Enligt antagande &r y; och ys losningar. Enligt Wronskiantestet dr de en
fundamentalmangd. Svar: sant.

vi. Lat y; vara l6sningen till

() + sin(t)y(t) + cos(t)y(t) = 0,
y(0) = 1,
y(0) = 0

och y, vara l6sningen till

§(t) + sin(t)y(t) + cos(t)y(t) = 0,
y(0) = 1,
y(0) = 1L



Da &r bade y; och yy losningar till den givna ekvationen, men de &r inte lika
(eftersom g1 (0) # ¢2(0)). Svar: falskt.

vil. Pa grund av existens och entydighetssatsen &r y, = 2y;. Foéljdaktligen blir
Wronskianen noll. Svar: falskt.

viii. Observera att )
sinz cosx

1+22" 1+ a2
ar analytiska och har en potensserieutveckling i  med konvergensradie > 1.
Enligt en Sats 5.3.1 i boken far vi svar: sant.

ix. Antag att funktionen ar styckvis kontinuerlig och av exponentiell ordning.
Da finns det konstanter C';, M och a sadana att

€t2 S Ceat
for ¢ > M. Denna olikhet medfor att
et2fat <C

for ¢ > M. Vénsterledet gar mot o#ndligheten da ¢ — oo, vilket motséger
olikheten; olikheten séger att vénsterledet dr begrinsat. Svar: falskt.

x. Den enda losningen till den givna ekvationen som konvergerar mot noll &r
x = 0. Foljdaktligen ar O inte en asymptotiskt stabil punkt till det givna
systemet. Svar: falskt.

Uppgift 2a. De kritiska punkterna ges av nollstéllena till hogerledet. I vart fall
ges de alltsa av = nm, dér n &r heltal. Observera att om 2k7 < z < (2k+1)7
(dar k ar ett heltal) sa ar hogerledet > 0 och om (2k — 1)7 < z < 2kn (dér k
ar ett heltal) sa ar hogerledet < 0. Foljdaktligen ar 2k (dér k ar ett heltal) en
instabil kritisk punkt och (2k + 1)7 (dar k &r ett heltal) en stabil kritisk punkt.

Uppgift 2b. Eftersom 0 ar en kritisk punkt &r 16sningen x(¢) = 0. Detta ger
en dven en beskrivning av asymptotiken.

Uppgift 2c. I det hér fallet konvergerar 16sningen mot 7 da ¢ — oo och mot 0
dat — —oo.

Uppgift 3. Uppgiftslydelsen séger oss att A:s egenvarden ges av 2 och 1. Vidare
ges tva egenvektorer svarande mot dessa egenvérden av

1 . 3
< 1 > respektive ( 1 )

Den allménna lsningen till motsvarande homogena ekvation ges alltsa av

1
cl( 1 )th—FcQ(?)et.

Vad som aterstar ar att finna en partikulérlosning. I detta fall kan man ansétta
en konstant partikularlosning x,. Da maste x, uppfylla

3
OZAXP+(3),



Axp<§>.

Eftersom A ej har 0 som ett egenvérde vet vi att A &r inverterbar. Foljdaktligen
ar denna ekvation 16sbar. Vidare vet vi enligt uppgiftslydelsen att

1 2
(1)=03)
Om vi multiplicerar denna likhet med —3/2 far vi
-3/2 1\ _ 3
A(58)=-(5),

o= ()

(D)ea(2) e (3)

Alternativt kan man anvadnda uppgiftslydelsen for att berdkna A och sedan
berdkna egenvérden och egenvektorer. Man kan sedan skriva ner en fundamen-

talmatris; i detta fall ar
o2t 3t
®(t) = ( 2t t )

en fundamentalmatris. Efter det kan man anvdnda parametervariationsmetoden
for att finna en partikularlosning.

Med andra ord har vi

Detta ger svar:

Uppgift 4. Ansétt en 16sning pa formen

(o) = — ()
Da ges ekvationen i termer av u av
1 1 2 /: .
(x+ Du" +2u 1

Denna ekvation kan omformuleras till

2 1

/
v Jrar:—i—lwi(gc—f—l)Q

om vi infér w = u’. En integrerande faktor ges av (z + 1), och vi far
[(z+1)%w]) =1,

varav
(r+1) w=x+1+C



och
1 C

2+l @rie

Eftersom v’ = w far vi da

C
=1 1) - ——+B.
w=ln(z+1) r+1 +
Detta ger
C B
= 1 1) — .
y(@) erln(x—i— ) (x+1)2+x+1

Man kan i detta skede kontrollera att

1 1
z+1 (z+1)2

ar en fundamentalméngd av 16sningar till den homogena ekvationen och att

1 1
R G

ar en partikuldrlosning. Foljdaktligen far vi svar:

C1 + C2 +
(x+1)2 z+1 =z+1

In(z +1).

Uppgift 5a. Lat
P(x)=2*+22+1, Q(z)=z+1, R(z)=(z+2)z

Vi vill visa att (z +1)Q(z)/P(x) och (x + 1)2R(x)/P(z) kan utvidgas till ana-
lytiska funktioner i en omgivning av o = —1. Emellertid har vi

for « # —1. Foljdaktligen kan (z + 1)Q(z)/P(z) utvidgas till en analytisk
funktion i en omgivning av xg = —1. Vidare ar
2 R(2)

(x+1) Pl = R(z) = (z + 2)x.

Aven denna funktion kan utvidgas till en analytisk funktion i en omgivning av
xg = —1. Foljdaktligen ar xg = —1 en reguljar singuldr punkt. Infér b-delen av
uppgiften kan det dven vara av intresse att notera att

Q(x) L R
P(z) L= zlim—l(m + 1)2P(x)

po = liml(x +1)

Indexekvationen ges alltsa av
r?—1=0,



varav r = 1.

Uppgift 5b. Enligt uppgift skall vi finna en 16sning pa formen
y(@) =Y an(e+ 1"
n=0

Berékna

oo

y(@) = > (n+ran(z+ 1)

n=0
0o

y//(I) = Z(n+r)(n+rf l)an(gj+ 1)n+r72'

n=0

Lat oss berakna temerna som forekommer i ekvationen. Vi har

(a® 4+ 22+ 1)y"(2) = (@ + 1)’y (@) = D (n+7)(n+7 = Dag(z +1)"*".
n=0
Vidare har vi -
(x+ 1)y (x) = Z(n +7)an(z +1)".
n=0

Innan vi berdknar den tredje termen som férekommer, lat oss skriva om (x+2)x
som ett polynom i z 4+ 1. Vi har

(z+2z=[z+1D)+1[(z+1) -1 = (z+1)* -1

Foljdaktligen far vi

(x4 2ay(e) = Y anle + 1" = Y an(@+ 1)

n=0 n=0

Z Aoz + )" — Z an(z + 1),
n=2 n=0

Ekvationen kan alltsa skrivas

oo
Z(n +7)(n+7r—Da,(z+1)""
n=0
+ Z(n +1r)a,(z+1)"" + Z an—o(x +1)"*" — Z an(z+1)"" =0.
n=0 n=2 n=0

Eftersom en av summorna boérjar forst vid n = 2 maste vi hantera fallen n = 0
och n =1 separat. Vi har

r(r — ag + rag — ap = 0,



det vill siiga 72 — 1 (om vi forutsitter att ag # 0). Observera att detta r
indexekvationen. Lat oss viljar =1 och ag = 1. Fér n =1 far vi

r(r+1)a; + (r +1)a; —a; =0,

det vill saga
r(r+2)a; =0.

Eftersom vi valt r till 1 maste vi ha a; = 0. For n > 2 far vi
(n+r)n+r—1Da,+ (n+7)an+ an—2—a, =0.
Eftersom vi valt » = 1 leder detta till
(n+2)na, = —an_a,

varav vi far rekursionsrelationen

1
ap = Ap—2
)

Cn(n+2

for n > 2. Eftersom a3 = 0 blir agx+1 = 0 {or alla icke-negativa heltal k. A
andra sidan har vi

1 1
G2k = T or R 1) T (e £ 1) 2D
Berakna
B 1
@2 T Ty
B 1
“oT ugigot
For k =0,1,2 har vi alltsa
1
R Y .
a2 = (U e

For att bevisa att denna formel géller racker det alltsa att anta att den géller for
k och visa att den galler for k + 1. Enligt rekursionsformeln och det induktiva
antagandet har vi

B 1 B 1 .1
) T T BRIk T 2R DG R D

:(_1)k+1 1 .
22040 (s + 2)1(k + 1)!

Formeln géller alltsa &dven for k 4+ 1. Via induktion géller den saledes for alla
icke-negativa k, och vi far svar:

x4+ 1)+,

NE

1
y(z) = (*1)k22k(k+1)!k1(

ES
I

0



Uppgift 6. Om (0,0) &dr en asymptotiskt stabil punkt till systemet
& = —z+2°+yt
jy o= —y+a’+y’

ar svaret pa fragan ja. Om vi linjériserar systemet kring origo far vi

u) (-1 0 U
v o 0 -1 v )
Eftersom egenvirdena bada &r negativa far vi slutsatsen att origo ar en asymp-

totiskt stabil kritisk punkt till det ursprungliga systemet. Svar: ja.

Uppgift 7a. Om X och Y betecknar Laplacetransformen av x och y sa ger
ekvationssystemet

1
sX+2Y = —e7 %,
s
sY +2Y — X = 0.

P& matrisform far vi
s 2 X\ ej
-1 s+2 Y o 0 ’
X\ 1 s+2 -2 e’
Y | 5242542 1 s 0o )

Detta leder till svar:

varav

(s+2)e*®
X(s) s(s?+2s+2)
Y(s) = e’

s(s2+2s+2)

Uppgift 7b. Partialbraksuppdelning ger

s+ 2 1 s+1
s(s24+2s+2) s (s+1)241
1 11 1 (sH1)+1
s(s2+2s+2) 25 2(s+1)2+1
Foljdaktligen har vi
- 542 -
L 1{8(82-|-28-i-2)} = 1—etcost,
El{l} = 1(1fe*tcostfe*tsint).
s(s2+2s+2) 2

Vi far svar:

z(t) = [1—e @Y eos(t —1)]ui(t),
yt) = %u—aﬁﬂkﬁa—n—eﬁﬂwm@—nmﬂw



