TENTAMEN, DIFFERENTIALEKVATIONER OCH TRANSFORMER II, DEL 1, FOR
CTFYS2 ocu CMEDT3, SF1629, DEN 20 OKTOBER 2010, KL. 8:00-13:00

Hjalpmedel: Det enda tillitna hjédlpmedlet vid tentamen &r formelsamlingen
BETA, Mathematics handbook. Minirdknare dar ej tillaten.

Betyg: 10 poiang (inklusive bonus) ger garanterat betyg E, 13 podng ger garanterat
betyg D, 15 poang ger garanterat betyg C, 17 poang ger garanterat betyg B, 20
podng ger garanterat betyg A. 9 podng ger garanterat betyget Fx som berattigar
till en kompletterande tentamen.

OBS: For full podng kréavs en fullstdndig motivering (med undantag for uppgift 1).
Examinator: Hans Ringstrom.

1 (3 poéng). Ar foljande pastaenden sanna eller falska (svaren skall ¢ detta problem
anges utan motivering):

i. Det finns ett 6ppet intervall I, innehallande 1, sadant att begynnelsevirdes-

problemet
d¢ _ 1/3
L = 9w,
¢(1) = 0

har en unik 16sning pa I.
ii. Ekvationen
dy _yr+y
de  x22+1

ar separabel.
iii. Lat f vara en kontinuerligt deriverbar funktion och ¢ vara en kontinuerligt
deriverbar 10sning till ekvationen

do .
L) = £o(0)

definierad pa ett Gppet intervall 1. Om ¢'(tg) = 0 for nagot tg € I sa ar
o(t) = P(to) for alla t € I.
iv. Lat f : R — R vara en kontinuerlig funktion. Om ¢ och ¢2 &r tva l6sningar

till a6
L) = ro)

(definierade pa R) och om ¢; inte &r identiskt lika med noll, sa finns det en
konstant ¢ sadan att ¢o = c¢;.
v. Antag att y1(t) = et och yo = e’ dr l6sningar till ekvationen

(1) J+by+cy=0,

dér b och c &r reella konstanter. Om y &r en losning till (1), s& finns det
reella konstanter ¢; och ¢y sadana att

y(t) = cre” " + coel.
vi. Det finns en unik 16sning y(¢) till
§(t) +sin(t)y(t) 4+ cos(t)y(t) = O,
y(0) =
definierad for alla t € R.



vii. Lat p och g vara kontinuerliga funktioner pa ett 6ppet intervall I och tg € I.
Lat y; vara en losning till

gt) +p@y(t) +q)yt) = 0,
y(to) = 1,
y(to) = 1.
och y, vara en 16sning till
gt) +p)y(t) +q(t)y(t) = 0,
ylto) = 2,
y(te) = 2.

Det far betraktas som givet att y; och yo &r definierade pa I. Da utgor y;
och ys en fundamentalmingd av 16sningar till
(t) + p(t)y(t) +q(t)y(t) =0
pa intervallet I.
viii. Begynnelsevardesproblemet

(14 2%)y"(x) + sin(z)y/(x) + cos(z)y(z) = 0,
y(0) = 1,
y'(0) = 0

har en 16sning pa formen

o0
y(x) = Z anz",
n=0

dar potensserien har en konvergensradie p > 1.
ix. Funktionen et #r styckvis kontinuerlig och av exponentiell ordning (expo-
nential order).

x. Punkten x(©) = 0 &r en asymptotiskt stabil kritisk punkt till

<=2 1)k
A1 0 '

2a (1 podng). Finn och karakterisera de kritiska punkterna till ekvationen
' = (14 2%)sinz

som stabila, instabila eller semi-stabila.

2b (1 poing). Beskriv det asymptotiska beteendet (da t — oo och t — —o0) av
16sningen till
= (1+2%)sinz
z(0) = 0
(det far antas vara givet att 16sningen existerar for alla ¢ € R).

2c (1 poang). Beskriv det asymptotiska beteendet (da ¢ — oo och t — —o0) av
16sningen till

¢ = (1+2%sinz
z(0) = =w/2

(det far antas vara givet att 16sningen existerar for alla ¢t € R).



3 (3 podng). Givet att A ir en 2 X 2-matris sadan att

()=(3) (1)=(1)

finn den allménna losningen till

x'Aer(g).

1
z+1

4 (3 poéng). Givet att

yi(z) =
ar en 16sning till
(22 + 22 +1)y" + (4o +4)y’ + 2y =0,
finn den allménna losningen till

1
2 " /
2 1 4o +4 2y = ——
(@ +2o+ y" + (o + 4y’ + 2y = ——
for z > —1.
5a (1 poang). Visa att zop = —1 ir en reguljar singulér punkt till
(2) (2 + 22+ 1)y" + (z+ D)y + (z + 2)zy = 0.

5b (2 poang). Finn en serielosning till (2) pa formen
ylx) = Z an(z 4+ 1)"".
n=0

Serielosningen skall vara icke-trivial (d.v.s., den far inte vara identiskt lika med noll)
och koefficienterna a,, skall berdknas explicit.

6 (3 poing). Betrakta begynnelsevirdesproblemet

(3) & = —x423+yt
(4) j = —y+a°+9°,
(5) z(0) = o,
(6) y(0) = wo.

Finns det ett 7 > 0 sadant att om /23 + y3 < r s& har 16sningen z, y till (3)-(6)
egenskapen att den existerar fér alla t > 0 och egenskapen att

tliglo(z(t)v y(t)) - (07 0)?

Var god vand!



4

Ta (2 poang). Givet att z och y uppfyller

L roun) =
Wity +29) () =
z(0) =

y(0) =

dar

1 t>1
ul(t)_{ 0 t<1

berdkna Laplacetransformen av x och y.
b (2 poang). Berékna x(¢) och y(t) for ¢t > 0.



