LOSNINGSFORSLAG, TENTAMEN, DIFFERENTIALEKVATIONER OCH TRANSFORMER
IT, pEL 1, FOR CTFYS2 ocH CMEDT3, SF1629, DEN 11 JANUARI 2011, KL.
14:00-19:00

Uppgift 1 (3 poéng).
i. Falskt.
ii. Falskt.
iii. Sant.
iv. Falskt.
v. Falskt.
vi. Falskt.

vii. Sant.
viii. Sant.
ix. Sant.
X. Sant.

Uppgift 2 (3 podng). Finn den allménna 16sningen till
y" — 2y +y=e'lnt
for ¢ > 0.
Lo6sning: Lat oss borja med att finna den allménna l6sningen till motsvarande
homogena ekvation. Den karakteristiska ekvationen ges av
r?—2r+1=0,

som har en dubbelrot » = 1. Den allménna l6sningen till den homogena ekvationen
ges alltsa av

yn(t) = cre! + cote’.
Vad som kvarstar ar att finna en partikularlosning. Anséatt

y(t) = u(t)e’.

Berakna
Yy = elu+ etu’,
"= elu+ 2t + el

Foljdaktligen har vi att

y' =2y +y=eu.
Vi far alltsa en 16sning till ekvationen om och endast om
v’ =1Int.
Med andra ord har vi (med hjélp av partialintegration)
u'(t) =tlnt —t + aq,
varav (med hjalp av partialintegration)
1

1
Zzf2 - itQ + ait + as.

Eftersom a1 och ay svarar mot den homogena l6sningen, far vi en partikulérlosning
genom att valja dessa konstanter till noll, d.v.s.

1
u(t) = 5152 Int — %ﬁ

1

1
u(t) = §7&2 Int —



och 1
yp(t) = Z752(2lnt —3)el.
Vi far alltsa svar:

1
crel + cote! + Zt2(2 Int — 3)e’.

Uppgift 3 (3 poang). Los begynnelseviardesproblemet

y'+ty =,
y(0) = 0,
y'(0) = 0,
dar
sint t >,
ft) = { 0 t<m.

Lo6sning: Laplacetransformera ekvationen:
s2Y (s) + Y (s) = F(s),

dér Y (s) betecknar Laplacetransformen av y och F' betecknar Laplacetransformen
av f. Notera att

sint =sin(t — 7 + 7) = —sin(¢t — 7).
Foljdaktligen galler det att

ft) = —sin(t — m)u(t),

varav

T8 1
F(s)=—e o
Foljdaktligen ges Y(s) av
oS
Y(s) = NEFEEE
Enligt BETA ges inverstransformen av
1
R

av
1 . 1
——sint + —tcost.

2 2
varav svars:

y(t) = 1 [—sin(t — ) 4+ (t — 7) cos(t — )] ux(t).

2
Uppgift 4 (3 podng). Finn de kritiska punkterna till
! = 2z -2z —xy,
y = 2y-2y—uy

och avgor om de ar stabila eller instabila.

Losning: De kritiska punkterna ges av nollstéllena till hégerledet, d.v.s. av

{ z(2—2x—y) =0,
y(2—2y —x)=0.

Vi har fyra mojligheter:

e zx=0o0chy=0,dvs. (z,y) =(0,0),
e x=00ch2—-2y—2=0,dvs. (z,y) =(0,1),



e 2—-2rx—y=0o0chy=0,dvs. (z,y) =(1,0),
e2-2xr—y=0o0ch2—-2y—z=0,dvs. (z,y) =(2/3,2/3).

For att avgora stabiliteten behover vi analysera Jacobimatrisen associerad med
hogerledet. Lat

F(z,y) =22 —22° —ay, G(z,y)=2y—2y> —ay

oF  OF
J— % % _(2—4x—y —x >
5. s -y 2—-4y—x

Vi har fyra fall att betrakta. Vi har

J(O,O):(f) g)

Foljdaktligen &r (0,0) en instabil kritisk punkt. Vidare har vi

J(0,1) = ( R )

Foljdaktligen dr motsvarande egenvérden 1 och —2, varav (0, 1) &r en instabil kritisk
punkt. Via ett analogt resonemang far man att (1,0) &r en instabil kritisk punkt.
Betrakta, avslutningsvis,

_( —4/3 -=2/3
J(2/3,2/3) = ( —9/3 —4/3 )
Motsvarande egenvérden har en negativ realdel, varav (2/3,2/3) &r en stabil kritisk

punkt. Svar: De kritiska punkterna ges av (0,0) (instabil), (0,1) (instabil), (1,0)
(instabil) och (2/3,2/3) (stabil).

Uppgift 5 (3 podng). a. Finns det en fundamentalméngd av losningar pa
potensserieform till

och

y' 4+ 22y +2y=0
kring g = —17 Om svaret &ar ja, ange konvergensradien hos I6sningarna i funda-

mentalméngden (motivera ditt svar vdl).

Losning: I jamforelse med den allménna teorin kan man identifiera funktionerna
Plr)=1, Q) =2z, R(z)=2;

jamfoér med formuleringen av Sats 5.3.1, sidan 262. Det som avgér om det finns en
fundamentalméingd av 16sningar pa potensserieform ar om p(z) = Q(z)/P(z) och
q(z) = R(z)/P(z) ar analytiska i zp = —1. Om p och ¢ har en konvergensradie
som dr atminstone p sa finns det vidare en fundamentalméngd av 1ésningar pa
potensserieform till ekvationen kring zyg = —1 med konvergensradie p. I detta fall ar
p(x) = 2z och g(x) = 2 analytiska med konvergensradie odndligheten. Féljdaktligen
far vi svar: ja, det finns en fundamentalméngd av 16sningar pa potensserieform till
ekvationen kring o = —1. Vidare ar konvergensradien co.

b. Finn rekursionsrelationen for 16sningar pa potensserieform till
y' +2zy +2y =0

kring xg = —1.
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Losning: Ansitt

y(@) = an(e+1)"
n=0

Berékna,
o0 o0
y'(z) = Z nap(x+1)""1 = Z(n + Dapyi(x+1)",
n=1 n=0
och
y"'(z) = Z(n — Dnay(z+1)""2 = Z(n +2)(n+ 1Dapt2(x+1)".
n=2 n=0
Notera att

2zy (x) = 2(x + 1)y (z) — 2¢/(z) = Z 2na,(x +1)" — 2 Z(n + Dapyr(z+1)™

n=0 n=0
Ekvationen ar alltsa (givet ansatsen) ekvivalent med
(n+2)(n+ 1)apto + 2na, —2(n + apt1 + 2a, =0,
for heltal n > 0, d.v.s. med
(n+2)(n+ apt2 —2(n+ Dapt1 +2(n+ 1)a, =0,
for heltal n > 0. Detta ger svar: rekursionsformeln ges av

2 2
a — a
n+2 ol n+2 "

Ap+2 =

for heltal n > 0.
Uppgift 6 (3 podng). Finn en matrisviard funktion ® sadan att

(1) = ( . )cp(t)

<1>(1)<(1) ?)

Losning: Om vi betecknar ®:s kolonner med x; och x5 sa ar problemet ekvivalent
med att 16sa
P 4 -2
* 7 3 1)®

- (3)

(16sningen till detta problem &r x;) samt

= (5 )=
o = (1)

for alla t € R och sadan att
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(I6sningen till detta problem &r x5). Lat oss foljdaktligen borja med att finna den
allménna losningen till ekvationen

, (4 =2

X = 3 _1 X.
4 -2

A:<3 _1).

O—det< oA =2 )—)\23)\+2—(>\1)(>\2).

Lat

Da ges A:s egenvirden av

3 —1-A

Foljdaktligen ges egenvardena av Ay = 1 och Ay = 2. En egenvektor svarande mot
A1 kan berédknas till

(2

n=(3)

och en egenvektor svarande mot A5 kan beraknas till

e (1),

Den allménna 16sningen ges alltsa av

X =c < ; )et_l-i-cz( 1 )ew—l);

det ar praktiskt att uttrycka den allménna losningen pa detta sétt, men man kan
naturligtvis ocksa uttrycka den pa ett annat sitt. Foljdaktligen kan man berdkna

att
2 1
x1—<3>et 1+3<1>62(t 1),
2 1
X2(3)et 12(1)62(t b,

Foljdaktligen far vi svar:

—9et—1 + 362(2571) 2¢t—1 _ 262(1571)
(b(t) - —3et—1 + 362(t71) 3et—1 _ 262(t71) .

och att

Uppgift 7 (4 poing). For vilka (z9,79) € R? finns det ett Sppet intervall [
innehallande zy och en unik kontinuerligt deriverbar 16sning y till

{ y =y,
y(®o) = o

pa I? For vilka (z¢,y0) € R? finns det inte ett sadant éppet intervall?

Loésning: Lat f(x,y) = y*/3. Om punkten (z,yo) dr sadan att f och df/dy ar
kontinuerliga i en rektangel med (zg,yo) i sitt inre, sa finns det ett Oppet inter-
vall I innehallande xg och en unik kontinuerligt deriverbar 16sning ¥ till begynnel-
sevardesproblemet pa I; jamfor med Sats 2.4.2, sidan 70. Eftersom den aktuella
funktionen f ar kontinuerlig och kontinuerligt deriverbar for y # 0 far vi slutsatsen
att for alla (zo, yo) sddana att yo # 0 sa finns det ett Oppet intervall I innehallande
o och en unik kontinuerligt deriverbar 16sning y till begynnelsevardesproblemet
pa I. Om yo = 0 dr satsen emellertid inte tillampbar. Déarmed &r emellertid inte



sagt att det inte finns ett 6ppet intervall med de 6nskade egenskaperna om yy = 0.
For att visa att det inte finns ett Oppet intervall maste vi konstruera motexempel.
Om yo = 0 far vi direkt en 16sning, given av y,(x) = 0. Vi maste nu konstruera
en annan losning. Detta kan man gora t.ex. genom att utnyttja det faktum att
ekvationen ar separabel. Lat

yp(z) = { (2(x —20))** = >0

0 xr < Xg.

Da &r dven yp en 16sning (jamfér med Exempel 3, sidan 71-72 i boken). Oavsett
hur litet 6ppet intervall I (som innehaller xg) man véljer sa kommer y, vara skild
ifran y, i nagon punkt i 7. Om yo = 0 finns det allsta inte ett 6ppet intervall med
de 6nskade egenskaperna. Svar: Om gy # 0 finns det ett 6ppet intervall med de
onskade egenskaperna, men om yo = 0 finns det inte ett sadant intervall.



