LOSNINGSFORSLAG, TENTAMEN, DIFFERENTIALEKVATIONER OCH
TRANSFORMER 11, DEL 1, FOR CTFYS2 ocH CMEDT3, SF1629, DEN
19 OKTOBER 2011, KL. 8:00-13:00

DEL A

1 (av 8) (3 poang). Svar:

i. sant,
ii. falskt,
iii. sant,
iv. sant,
v. falskt,
vi. sant,
vii. falskt,
viii. falskt,
ix. sant,
X. sant.

2 (av 8) (3 poang). Finn en implicit 16sning till ekvationen
Y =% + €*.

Losning: Ekvationen &r separabel:
y = (" +1)e".

Dela med 3% + 1:
1 ;.
12

Integrering med avseende pa = ger

arctany = e* + C,

dar C &r en konstant. Svar: y(z) = tan(e” 4+ C).

3 (av 8) (3 poang). Finn den allménna lésningen till ekvationen

/I 2 _].
X = 3 _9 X.

Losning: Lat oss borja med att berdkna egenvirdena till
2 -1
-(33)

B 2 -\ -1\ 2 e 22
O—det< s _2_)\>——4+)\ +3=2-1.

1

De ges av ekvationen
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Egenvardena ar alltsa A1 = 1 och Ao = —1. Fér att finna en egenvektor
svarande mot A1 = 1 loser vi ekvationen

1 -1\_ =

( 3 _3 > v=0.
(1
v = 1 .

For att finna en egenvektor svarande mot A2 = —1 16ser vi ekvationen

3 —1\_ =

< 3 1 > v=0.
— 1

1 1 _

cl< 1 >et+02<3>e ¢

4 (av 8) (3 poang). Los begynnelsevirdesproblemet
v'+y = f(1),

En egenvektor ges alltsa av

En egenvektor ges alltsa av

Svar:

y(0) = 0,
y'(0) = 0,
dar
0, 0<t<l1,
fy=<41, 1<t<2,
0, t>2.

Losning: Observera att ekvationen kan skrivas
y' +y=ui(t) —ua(t).

Eftersom y(0) = ¢/(0) = 0 sa ger Laplacetransformering av denna ekvation

likheten

1 1
S2Y (s) +Y(s) = —e™% — —e %5,
s

s
dar Y betecknar Laplacetransformen av y. Foljdaktligen ges Y av

(1) Y(s) = H(s)e™ — H(s)e ™,

déar

Partialbraksuppdelning av H ger

H(s)=-



Om vi kallar Laplaceinverstransformen av H for h far vi da
h(t) =1 — cost.
Vidare ger (1) att
y(t) = h(t — Dua(t) — h(t — 2)ua(t).
Svar:

y(t) = [1 — cos(t — 1)]uy(t) — [1 — cos(t — 2)]ua(t).

5 (av 8) (4 poiang). a. Finn de kritiska punkterna till systemet

d

ch = (1-2)e,
dy

dat 22—z —y’)

och avgor om de ar stabila eller instabila.
Losning: De kritiska punkterna ges av
(1—-2z)eY = 0,
r(2—z—19%) =
Detta ekvationssystem éar ekvivalent med
r = 1,
2-1-y°) = 0,
som ar ekvivalent med
= 1,
P = 1.

Alltsa ges fixpunkterna av (1,1) och (1,—1). For att analysera de kritiska
punkternas stabilitetsegenskaper ar det lampligt att berdkna Jacobianen

B —eY (1 —xz)eY
J(x’y)_<2—2x—y2 —2xy )

J(1,1) = < :f _(2) >

ges de associerade egenvérdena av —e och —2 (varav (1, 1) ar en stabil kritisk

punkt). Eftersom
Ja,—n=( 0
’ - -1 2

ges de associerade egenviirdena av —e~! och 2 (varav (1, —1) dr en instabil
kritisk punkt). Svar: (1,1) &r en stabil kritisk punkt och (1,—1) &r en
instabil kritisk punkt.

Eftersom

b. Det ar givet att 0 &r en kritisk punkt till det autonoma systemet
x' = f(x)
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och att det finns en l6sning x sadan att x(¢t) — 0 da t — —oo och sadan att
|x(t)] — 0o da t — oo. Ar det (under dessa antaganden) mojligt att séga
nagot om den kritiska punkten 0:s stabilitetsegenskaper?

Losning: Det faktum att det finns en l6sning som gar fran 0 till co ar en
indikation pa att O &r en instabil kritisk punkt. For att bevisa detta, lat
oss anta att O ar en stabil kritisk punkt och visa att detta antagande leder
till en motsédgelse. Lat e > 0. Da finns det (enligt antagande) ett § > 0
sadant att om begynnelsevirdet ar ndrmre origo &n § sa kommer 16sningen
att forbli ndrmre origo én € for all framtid. Eftersom x(t) — 0 da t — —oo
sa finns det ett ¢y sa att |x(fp)] < 6. Lat y(t) = x(t +tp). Da ar y en
16sning, y(0) &r nérmre origo &n J, men |y(t)] — oo da t — oo (speciellt
forblir inte 16sningen nérmre origo &n e for all framtid). Denna motségelse
visar att origo ar en instabil punkt. Svar: Ja, origo ar en instabil kritisk
punkt.

DEL B

6 (av 8) (3 poiang). Betrakta ekvationen
(14 2%)y" + 5y’ + 4y = 0.
a. Finn rekursionsrelationen for 16sningar pa potensserieform kring zoy = 0.

Lo6sning: Eftersom zgp = 0 &r en ordinédr punkt ansatter vi

oo
y(z) = Z anz"
n=0
Berakna
o0
Y (x) = Znanx” ,
n=0
varav
oo
Sry'(x) = Z Sna,z"
n=0
Vi har aven
[0.9] o
y"(z) = Z n(n — 1ay,z™ 2 = Z(n +2)(n+ 1)ap22",
n=0 n=0
varav
[e.9] oo
1+ (@) =Y n(n—1Daga™ + Y (n+2)(n+ 1an 22"
n=0 n=0

Sammanfattningsvis kan ekvationen alltsa skrivas

[e.e]

[e.e] o0 [e.e]
Z n(n — 1ay,z™ + Z(n +2)(n+1)apyox"” + Z Snanz™ + Z danz™ = 0.

n=0 n=0 n=0 n=0



Denna ekvation ar ekvivalent med
n(n — ay + (n + 2)(n + 1)ant2 + 5nay, + 4a, =0,
d.v.s.
(n+2)(n+ 1ani2 + (n* +4n + 4)a, = 0.
Eftersom (n? 4+ 4n +4) = (n + 2)? kan denna likhet skrivas om till

n+2
ap+2 = —n+ lan.
Svar:
n+2
Ap+2 = —n+ 1an.

b. Ange en undre grans for konvergensradien av motsvarande potensserie-
16sningar.

Losning: Ekvationen kan skrivas om till

5
i /
— 0.
Vi eY T Y
Lét
5% 4
PO =T =1

Enligt Sats 5.3.1 i boken ges en undre grans for konvergensradien av mini-
mum av p:s och ¢:s konvergensradier. Eftersom p ar en kvot av polynom sa
ges en undre grans for p:s konvergensradie av avstandet fran 0 till ndrmsta
nollstélle till polynomet i ndmnaren (i komplexa talplanet). Alltsa &r 1 en
undre grans for p:s konvergensradie. Argumentet for ¢ ar identiskt, varav
en undre grans for konvergensradien av potensserieldsningarna ar 1. Svar:
1.

c. Finn en fundamentalméngd av potensserielosningar till ekvationen (ko-
efficienterna skall berédknas explicit).

Losning: Lat oss borja med att finna en 16sning svarande mot ag = 1 och
a; = 0. Da &r alla udda koefficienter noll (pa grund av rekursionsrelationen).
Vidare har vi

2 4 4.2 6 6-4-2
2 107 4 32 310 6 54 5310
I allménhet far vi
(2n)!!
= (=)
azn = ( )@n—DH

for n > 1 (eftersom ag = 1). Detta ger en 16sning

yi(z) =1+ 2(1)”(2(73@!1!)”952”.
n=1
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Lat oss nu finna en 16sning svarande mot ag = 0 och a; = 1. D4 ar alla
jamna koefficienter noll. Vidare har vi

a 3a ) 5-3 7 7-5-3
=—= as = ——az = ——aj, a7 =——a5= aj.
3 5@ a5 1B = M a7 6% = g 1. 2™
I allménhet far vi ( )
2n 4+ 1N
_(_1\n

azn = (DG
for n > 1 (eftersom a; = 1). Detta ger en l6sning

= 93+Z 2n+ 1)”x2"+1.

Eftersom y1(0) = 1, y2(0) = 0, v} (0) = 0 och y2(()) = 1 sa dr Wronskianen
av y1 och ys skild ifran noll. Foljdaktligen utgor y; och ys en fundamen-
talméngd. Svar:

> 2n + 1!
-1 2n — -1 n( 2n+1.

7 (av 8) (3 poang). Betrakta en partikel med massa m och laddning
g. Om partikeln ror sig i ett magnetfalt B sa uppfyller dess hastighet v
ekvationen

d
md—::qva.

Antag nu att m = 1, ¢ = 1 och att B = (0,0, 1). Berdkna partikelns position
r som funktion av tiden, givet att

r(0) = (0,1,0),
r(0) = (1,0,1).
Observera att r = v och att om a = (a1, a2, a3) och b = (by, by, bg) sa ar
a x b = (agbz — baas, biaz — a1bs, a1by — agby).
Losning: Lat
V = (Ug, Uy, V).

Berakna
v x B = (vy, —v,,0).
Ekvationen J
md—‘tf =qgvxB

kan alltsa skrivas
(0, Uy, 02) = (vy, —0s,0).

Denna ekvation kan delas upp i tva bitar:

® il )=(ar)=(26)()



och
(3) B, = 0.
Lat oss borja med att betrakta (2). Matrisen

=(0)

har egenvarden +i. Ekvationen for egenvektorer svarande mot egenvardet ¢

ges av
<__1Z _t)w:O.

En egenvektor ges alltsa av

varav en losning ges av

1 it cost . sint
. e’ = . +1 .
1 —sint cost

Som en konsekvens av denna observation och (2) far vi slutsatsen att

Uz _ cost te sint
Uy — T\ —sint 2\ cost |-

Eftersom v,(0) = 1 och vy(0) = 0 sa far vi v,(t) = cost och v,(t) = —sint.
Ekvationen (3) ger i sin tur slutsatsen att v, ar konstant. Eftersom v,(0) =1
ar foljdaktligen v, (t) = 1 for alla t. Ovanstaende observationer ger slutsatsen
att

I' = (Vg,0y,v;) = (cost, —sint, 1),
varav

r(t) = (sint,cost,t) + (a1, az,as),
dar aj, a9, as ar konstanter. Eftersom r(0) = (0,1,0) ar emellertid dessa
konstanter 0. Svar:

r(t) = (sint, cost,t).

8 (av 8) (3 podng). a. Lat a och E vara kontinuerliga, icke-negativa
funktioner pa ett oppet intervall I. Antag att £ ar kontinuerligt deriverbar
pa I och att

) ‘f(t)\ < a(t)E(?)

for alla t € I. Visa att om E(tg) = 0 for nagot tp € I sa dr E(t) = 0 {or alla
tel.

Losning: Lat A vara en primitiv funktion till A. Da &ar A kontinuerligt
deriverbar, och

d dE
T (e_AE) = —ae E + e_AE < —ae A E +ae E = 0,
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déar det nést sista steget ar en konsekvens av (4). Om vi integrerar denna
olikhet fran tg till ¢; € I (dér ¢; > tp), sa far vi

e~ A Bt — e A E(t) < 0.
Eftersom E(tp) = 0 och E(t1) > 0 sa ger denna olikhet slutsatsen att
0<e AME®R) <O,
varav E(t;) = 0 for t; >ty sadana att t; € I. Vi har dven
d

dE
T (eAE) = ae’F + eAE > acE — aeE = 0.

Om vi integrerar denna olikhet fran t; € I till ¢y (dar t; < tg), sa far vi
A E(t) — AW E(t)) > 0.
Eftersom E(tp) = 0 och E(t1) > 0 sa ger denna olikhet slutsatsen att
0 < A E(t) <0,

varav E(t1) = 0 for t; < tp sadana att t; € I. Ovanstaende argument ger
slutsatsen att E(t) =0 for alla ¢ € I.

b. Antag att y dr en tva ganger kontinuerligt deriverbar 16sning till
j+p)y+qlt)y=0
pa I, dar p och ¢ ar kontinuerliga funktioner pa I. Visa att om
E=i? 4y
sa finns det en kontinuerlig funktion a pa I sadan att (4) ar uppfylld.

Losning: Berikna

dE . . . . .
i 294 + 2yy = 29(—py — q) + 2y = —2py> + (2 — 2q)yy.

Denna likhet medfor att
dE . .
) | < 2l + 20— gl

Eftersom
0 < (g —[y1)? = v* + * - 2y
har vi emellertid att
2lyyl <y + 9 = E.

Om vi kombinerar denna olikhet med (5) (samt det faktum att 32 < E), sa
far vi

dE

o | SAPIE+[1—qlE = 2lp| + |1 —q)E.
Med andra ord har funktionen a, definierad av

a(t) = 2[p(t)| + 1 — q(t)],

de onskade egenskaperna.
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c. Anvind a- och b-delen for att visa att om ¢ ar en kontinuerlig funktion
pal, ya,yp € R och tg € I, sa &r 16sningar till begynnelseviardesproblemet

i+pt)y+qt)y = g(t),
y(to) = Ya,
y(to) = w

(som &r tva ganger kontinuerligt deriverbara pa I) entydiga.

Losning: Antag att y; och yo ar tva 16sningar. Da uppfyller y = yo — 1
ekvationen
j+p®)y+alt)y = 0,
ylto) = 0,
y(to) = 0.
Lat £ = % + 2. DA finns det en kontinuerlig funktion a (som &r icke-
negativ) sadan att (4) &r uppfylld (enligt b-delen). Vidare ar E(tg) = 0.
Enligt a-delen kan vi alltsa dra slutsatsen att E(t) = 0 for alla ¢ € 1. Alltsa
ar y(t) = 0 for alla ¢t € I. Denna likhet innebér att y;(t) = ya(t) for alla

t € I. Alltsa ar losningarna till det ursprungliga begynnelsevérdesproblemet
entydiga.



