TENTAMEN, DIFFERENTIALEKVATIONER OCH TRANSFORMER 1I, DEL 1,
FOR CTFYS2 ocu CMEDT3, SF1629, DEN 19 OKTOBER 2011, KL.
8:00-13:00

Hjalpmedel: Det enda tillatna hjalpmedlet vid tentamen &r formelsamlin-
gen BETA, Mathematics handbook. Minirdknare dr ej tillaten.
Preliminira betygsgranser:

e For betyg A: 21 poéng totalt (exklusive bonuspoéng),

e For betyg B: 11 podng pa A-delen (inklusive bonuspoéng) och 19
poéng totalt (exklusive bonuspoéng),

e For betyg C: 11 poéng pa A-delen (inklusive bonuspoéng) och 17
poéng totalt (exklusive bonuspoéng),

e For betyg D: 13 poang pa A-delen (inklusive bonuspoéng) eller 15
poéng totalt (exklusive bonuspoéng),

e For betyg E: 11 poéng pa A-delen (inklusive bonuspoéng) eller 13
poéng totalt (exklusive bonuspoéng),

e For betyg Fx: 10 poéng pa A-delen (inklusive bonuspoédng) eller 12
poéng totalt (exklusive bonuspoang).

OBS: For full podng kravs en fullstindig motivering (med undantag for

uppgift 1).
Examinator: Hans Ringstrom.

DEL A

1 (av 8) (3 po#ng). Ar foljande pastiaenden sanna eller falska (svaren skall
i detta problem anges utan motivering och med ett av de fem svarsalterna-
tiven: sant & séker, falskt & siker, sant & oséker, falskt & osédker, blankt)?

i. Det finns ett 6ppet intervall I, innehallande 2, sadant att

s
T = o,

$(2) = 2
har en unik 16sning péa I.
ii. Det finns en unik 16sning y(¢) till
§(t) + cos(t)y(t) +sin(t)y(t) = O,
y(0) =1
definierad for alla ¢t € R.
iii. Lat ¢ vara losningen till

do
T = 1-¢%0),

#(0) = 0.

1



Da galler att
lim ¢(t) =1, lim ¢(t)=—1
t——00

t—o0

(det far betraktas som givet att 16sningen &r unik och existerar for
alla t € R).
iv. Om ¢ och ¢9 ar tva losningar till

dé 2
L = "olt)

(definierade pa R) och om ¢ inte ar identiskt lika med noll, sa finns
det en konstant ¢ sadan att ¢o = c¢1.
v. Om y; och yy ar losningar till

§i(t) 4 cos(t)y(t) + sin(t)y(t) = e’ cos(t?)

sa ar y = y1 + yo2 en losning.
vi. Begynnelsevardesproblemet

y"(z) + cos(z)y (x) + e"y()

har en 16sning pa formen

o]
y(l‘) = Z anxn’
n=0

dér potensserien har en konvergensradie p = oo.
vii. Punkten z¢p = 0 ar en reguljar singular punkt till

2y + (x4 1)y +y=0.
viii. Funktionen et” &r styckvis kontinuerlig och av exponentiell ordning.

ix. Antag att A ar en 2 X 2 matris sadan att

1 2 1 3
2)=(3) ()= (3)
Da ges den allménna 16sningen till ekvationen

x' = Ax

(1) ra(})en

x. Det finns en unik 16sning till
2
/ . sint?  te! t
X(t) = <1L ) x0 (pg ).

o - (1)

pa intervallet ¢ € (—1,1).
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2 (av 8) (3 poiang). Finn en implicit 16sning till ekvationen
y/ — y2ex 4 ex.
3 (av 8) (3 poang). Finn den allminna l6sningen till ekvationen
x' = 2 -l b
U3 =2 '

4 (av 8) (3 poang). Los begynnelsevirdesproblemet

v +y = [f(t),
y(0) = 0,
y'(0) = 0,
dar
0, 0<t<l,
fy=¢ 1, 1<t<2,
0, t>2.

5 (av 8) (4 poing). a. Finn de kritiska punkterna till systemet
dx

E = (1 _‘T)eya
d
d—g = 22—z —19°)

och avgor om de ar stabila eller instabila.
b. Det ar givet att 0 ar en kritisk punkt till det autonoma systemet
x' = f(x)
och att det finns en l6sning x sadan att x(t) — 0 da t — —oo och sadan att

|x(t)| — oo da t — oo. Ar det (under dessa antaganden) méjligt att siga
nagot om den kritiska punkten 0:s stabilitetsegenskaper?

DEL B

6 (av 8) (3 poing). Betrakta ekvationen
(14 2%)y" + 5zy’ + 4y = 0.
a. Finn rekursionsrelationen for 16sningar pa potensserieform kring xg = 0.
b. Ange en undre grans for konvergensradien av motsvarande potensserielosningar.

c. Finn en fundamentalméngd av potensserielosningar till ekvationen (ko-
efficienterna skall beréknas explicit).

Var god vand!
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7 (av 8) (3 poing). Betrakta en partikel med massa m och laddning
g. Om partikeln ror sig i ett magnetfdlt B sa uppfyller dess hastighet v
ekvationen
dv
ma =qv X B.
Antag nu att m =1, ¢ = 1 och att B = (0,0, 1). Berékna partikelns position
r som funktion av tiden, givet att

'0) = (0,1,0),
r0) = (1,0,1).
Observera att ¥ = v och att om a = (ay, ag,a3) och b = (b, be, b3) sa ar
axb= (Gng — bQGg, b1a3 — albg, a1b2 — a2b1).
8 (av 8) (3 podng). a. Lat a och E vara kontinuerliga, icke-negativa

funktioner pa ett 6ppet intervall I. Antag att £ ar kontinuerligt deriverbar
pa I och att

) 0| < a0

for alla t € I. Visa att om E(tg) = 0 for nagot ¢p € I sa dr E(t) = 0 {or alla
tel.
b. Antag att y &r en tva ganger kontinuerligt deriverbar 16sning till
j+p®)y+at)y=0
pa I, dar p och ¢ ar kontinuerliga funktioner pa I. Visa att om
E=i?+¢?
sa finns det en kontinuerlig funktion a pa I sadan att (1) ar uppfylld.

c. Anvénd a- och b-delen for att visa att om g ar en kontinuerlig funktion
pa I, ya,yp € R och tg € I, sa ar losningar till begynnelsevéirdesproblemet

i+pt)y+qt)y = g(t),
y(tO) = Ya,
y(to) = w

(som &r tva ganger kontinuerligt deriverbara pa I) entydiga.



