LOSNINGSFORSLAG, TENTAMEN, DIFFERENTIALEKVATIONER OCH
TRANSFORMER 11, DEL 1, FOR CTFYS2 ocH CMEDT3, SF1629, DEN
4 FEBRUARI 2012, KL. 14:00-19:00

DEL A

1 (av 8) (3 poang). Svar:

i. sant och séker,
ii. sant och séker,
iii. sant och séker,
iv. sant och saker,
v. falskt och séker,
vi. falskt och siker,

vii. falskt och séker,

viii. sant och saker,
ix. falskt och siker,
x. falskt och séaker.

2 (av 8) (3 podng). Finn en implicit 16sning till begynnelsevardesproblemet

d

(@ +y)?+ 2oy +22 - 1)Z = o,
dx
y1) = L

Losningsforslag: Ekvationen kan skrivas
M(x’y) + N(xay)y, =0,
dar
M(z,y) = (z+y)*, N(x,y)=2zy+a*>—1.
Det ar av intresse att avgora om ekvationen ar exakt. Lat oss darfor berdkna
My(z,y) =2z +2y, Ny(z,y)=2y+2z.

Tack vare Sats 2.6.1 i boken ar saledes ekvationen exakt; M, = N, och M,
N, M, och N, ar kontinuerliga i hela planet. Lat oss finna en funktion
sadan att

9y

(1) 5 @) = M(z,y) = (z +y)*,
2) o) = Nizy)=2ey+a® - L

Om vi integrerar (2) far vi

Y(z,y) = zy* + 2%y —y + f(2),

dér f ar en obekant funktion av z. For att (1) skall vara uppfylld krévs nu
att
2 2 2 87/} 2 !
42y +yt = (@ +y) = o-(2y) =y + 2ey + f(x).

ox
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Denna likhet ger
f'(x) = 22,
varav

f@):ém?+c

dar C ar en reell konstant. Om vi kombinerar ovanstaende observationer far

vi
1
V(@,y) =ay’ + a2ty —y+ 22"+ C
dar C ar en reell konstant. Vidare vet vi att y ar en losning till den ur-

sprungliga differentialekvationen om och endast om [z, y(x)] & oberoende
av x. Alltsa vet vi att varje 16sning uppfyller
1
a:y2+x2y—y+§x3 =K,
dar K ar en reell konstant. I uppgiftsformuleringen soks emellertid en 16sning

som uppfyller y(1) = 1. Detta ger kravet

1
L+1-145 =K,

d.v.s. K =4/3. Svar:
1 5 4
2., .2, . B
Ty  + 7y —y+ 390 3
3 (av 8) (3 poéng). Finn den allminna losningen till ekvationen
22y — 2zy + 2y = 223

for x > 0, givet att y1(z) = x ar en losning till motsvarande homogena
ekvation.

Losningsforslag: Eftersom vi dr givna en 16sning till motsvarande ho-
mogena ekvation kan det vara lampligt att gora en ansats pa formen

y(z) = yi(x)u(r) = zu(z).

Vi far
y'() =u(@) +2u(z), y'(z)=2u(z)+au"(2),
2%y (z) — 22/ (z) + 2y(x) =224/ (x) + 230" (x) — 2zu(z) — 2%/ ()

+ 2zu(z) = 230" (x).

Foljdaktligen &r y en losning till ekvationen om och endast om

23 (x) = 223,
Eftersom vi ar intresserade av fallet x > 0 ar alltsa y en 16sning till ekvatio-
nen om och endast om

u(z) = 2.
Genom att integrera denna ekvation tva ganger sa far vi

u(z) = 2% + Crz + Cy,
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dar C1 och Cy ar reella konstanter. Svar: Den allménna 16sningen for z > 0
ges av

y(x) = 23 + C12% + Cou,
dar C7 och Cy ar reella konstanter.

OBS: Det finns manga andra losningsmetoder. Observera speciellt att ek-
vationen ar en Eulerekvation.

4 (av 8) (3 poang). Betrakta ekvationen
(a? + 1)y"(z) + y(z) = 0.
a. Finn rekursionsrelationen for 16sningar pa potensserieform kring zy = 0.

Losningsforslag: Vi soker 16sningar pa formen

oo
y(x) = Z anz”.
n=0

Notera att
o o o

y'(z) = Znanx"_l, y"(z) = Z?’L(?’L—l)an;v”_2 = Z(n+2)(n+1)an+2x".
n=1 n=2 n=0

Observera aven att
o
2%y (z) = Zn(n — Dapa™.

n=0
Ovanstaende rakningar ger

(@ + 1)y (2) + y(2) = nln — Daga™ + 3 (n+2)(n + Dag 402"

n=0 n=0
00
+ g anx"
n=0

)
=Y [(n+2)(n+ Dantz +n(n — ay + anla™
n=0
Foljdaktligen &dr ekvationen uppfylld om och endast om
(n+2)(n+1apt2 +n(n—1)a, +ap, =0
for alla n > 0. Denna likhet kan omformuleras till
(n+2)(n+ Danss = —(n* —n+ 1)ay,.
Svar: Rekursionsrelationen ges av
n?—n+1
B s TS Dt
for alla heltal n > 0.

b. Ange en undre grans for konvergensradien av motsvarande potensserie-
16sningar.
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Losningsforslag: Observera att g = 0 &r en ordindr punkt till differen-
tialekvationen. Vidare kan ekvationen skrivas

P(z)y" + Qx)y' + R(z)y =0
dir P(x) = 22 + 1, Q(z) = 0 och R(z) = 1. Enligt Sats 5.3.1 i boken ges
en undre grins for konvergensradien av minimum av konvergensradierna av
p=Q/P och ¢ = R/P. Eftersom p = 0 ricker det att fokusera pa
1
1) =1z

Eftersom ¢ &r en kvot av polynom sa ges en undre grans for ¢:s konver-
gensradie av avstandet fran zg = 0 till ndrmsta nollstélle till polynomet
i ndmnaren (i komplexa talplanet). Eftersom de ndrmsta nollstéllena till
22 + 1 ges av +i sa ges en undre grins av 1. Svar: 1.

5 (av 8) (4 poéng). a. Finn den allménna losningen till ekvationssystemet

x=|4 9%

Losningsforslag: For att finna den allménna l6sningen behover vi finna
tva linjart oberoende 16sningar. Om vi gor en ansats

x(t) = ve™,
dar v ar en konstant vektor och A ar ett tal, sa far vi slutsatsen att A maste

vara ett egenvirde och ¥ en motsvarande egenvektor. Lat oss alltsa borja
med att finna egenvérdena till

A:<(1)(1)>

De ges av
A S N
0= 1 )\ ’ =X\ -1
Foljdaktligen ges egenvardena av Ay = 1 och Ay = —1. Egenvektorerna

svarande mot A; = 1 ges av ekvationen

-1 I
( 1 _1)1)—0.

En egenvektor ges alltsa av

och

x1(t) = ( 1 )et

ar en 16sning till ekvationen. Egenvektorerna svarande mot Ao = —1 ges av

ekvationen
1 1Y\ 0
11 )v=0



En egenvektor ges alltsa av

och

x2(t) = < i )et

ar en losning till ekvationen. Eftersom Wronskianen av x; och xo &r skild
ifran noll sa utgor de en fundamentalméngd. Svar:

1 1 _
cl<1>et+62<_1)et,

dér ¢; och ¢y ar rella konstanter.

b. Finn en partikulérlosning till ekvationen

(0 1 el +et
X_<1 O)X+<et—e_t )

Losningsforslag: For att finna en partikularlosning, ansétt
x(t) = ®(t)u(?),

dér @ dr en fundamentalmatris till motsvarande linjara system. Da uppfyller
x ekvationen om och endast om

wou) = (070 ).

e —e

Enligt 16sningen till a-delen ges en fundamentalmatris av

Detta ger
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dér C och (Y ar rella konstanter. Eftersom vi enbart soker en partikularlosning
kan vi sétta dessa konstanter till noll. Detta ger en partikulérlosning

et et t el +et
Xp(t):(et _6—t><t>:t<et_6—t .
el +et
7f(et—et '

c. Los begynnelsevardesproblemet

;o 01 el + et
x = <1 O>X+<et—et ’

x(0) = 0.

Svar:

Losningsforslag: Eftersom partikuldarlosningen vi konstruerade i b-delen
uppfyller ekvationen samt begynnelsevillkoren sa utgor den (via entydighets-
delen av existens och entydighetssatsen) svaret &ven pa denna fraga. Svar:

et +et
t < et —et )
DEL B
6 (av 8) (3 poing). Los begynnelseviardesproblemet

() + /0 (t— O = tu(t),
y(0) = 0

1 t>1
“1(”:{ 0 t<1.
Losningsforslag: Det kan vara lampligt att Laplacetransformera ekvatio-

nen. Eftersom integralen svarar mot en faltning av ¢ med y(t) sa ges Laplace-
transformen av vansterledet av

for t > 0, dar

341
52

sY (s) + S%Y(s) = Y (s).

Eftersom
tuy (t) = ui(t) + (t — Duy(¢)
sa ges Laplacetransformen av hogerledet av

1, 1 _, s+1 _,
ge + ?6 = 76 .
Genom att Laplacetransformera ekvationen far vi alltsa
3
s2+1 s+1
Y(s) = e’
V() = e,



varav .
S+ s
Y(s) = S1°
Observera att —1 &r ett nollstélle bade till polynomet i nimnaren och poly-
nomet i tiljaren. Foéljdaktligen kan det vara ldmpligt att genomfora poly-
nomdivisionen
s34+ 1

=5 —s5+1;
s+1

kontroll:
(s —s+1)(s+1)=5"—s>+s+s*—s+1=5"+1.

Notera aven att
Vi far

A andra sidan vet vi (via BETA) att
1 2 4 [ V3
723 — —=€ S11 7 .
(s—3)°+%1 V3
Om vi anvinder BETA aterigen far vi sedan svar:

2 4 . [(V3(t—1)
%e( D/2gin <2> uy(t).

7 (av 8) (3 poang). Lat I vara ett &ppet intervall, ¢y € I och g, f vara
kontinuerliga funktioner pa I. Ge ett fullstdndigt bevis (utan hénvisningar
till BETA /boken) av f6ljande pastaende: Givet ett reellt tal ¢¢ finns det
en unik kontinuerligt deriverbar 16sning ¢ (definierad pa I) till begynnel-
sevirdesproblemet

—(t) +at)o(t) = f(1),
d(to) = ¢o.

Losningsforslag: Lat @ vara en primitiv funktion till ¢ sadan att Q(tg) =
0; d.v.s., lat

t
Q= [ als)ds
to
Observera att @) ar kontinuerligt deriverbar. Lat oss berdkna

d . .
77 (€90) = qe%0 + %6 = 2 (D + q0).
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Foljdaktligen ar ¢ en kontinuerligt deriverbar 16sning till begynnelsevardesproblemet
om och endast om

d

& (eQd)) = lev

o(to) = ¢o.

A andra sidan #r detta begynnelsevirdesproblem uppfyllt om och endast om

t
Q05(0) — 0 = [ ) fls)ds

to

for alla t € I. A andra sidan ar denna ekvation ekvivalent med

t
(3) o) = Wy + [ 2020 p(s)as,
to

Slutsatsen ar alltsa att ¢ &r kontinuerligt deriverbar och uppfyller det ur-
sprungliga begynnelsevirdesproblemet om och endast om ¢ uppfyller (3).
Lat oss nu bevisa entydighet. Givet tva kontinuerligt deriverbara 16sningar
till det ursprungliga begynnelsevirdesproblemet sa maste bada uppfylla (3).
Eftersom hogerledet ar givet i termer av ¢q, tg, ¢ och f sa maste l0sningarna
foljdaktligen vara lika (detta bevisar entydighet). Lat oss nu bevisa existens.
Definiera ¢ via (3). Da &r ¢ kontinuerligt deriverbar. Vidare uppfyller ¢ det
ursprungliga begynnelsevirdesproblemet. Alltsa finns det en 16sning. Detta
bevisar existens.

8 (av 8) (3 podng). Lat zp och yp vara reella tal sadana att zo > 0, yo > 0
och z3 + y3 < 1. Betrakta begynnelseviirdesproblemet

d

d

d% = —ye” (-2 ),
z(0) = o,

y(0) = o,

dér det far betraktas som givet att l0sningen ar unik, existerar for alla ¢ och
ar sadan att x(t) > 0, y(t) > 0 for alla t. Berdkna gransvirdena

Jim (), y(0)),  lim_[o(0), 5(0)

Lésningsforslag: Observera att 0 < 22(¢) + y2(t) < 1 for alla t. Skiilet
till detta &r att origo och enhetscirkeln bestar av fixpunkter till ekvationen;
22(tg) + y?(tp) = 0 for ndgot to innebir att x(t) = y(t) = 0 for alla t och
analogt om x2(tg) + y%(to) = 1 for nagot t. Eftersom vi far anta att x och
y alltid &r positiva ar foljdaktligen hogerleden i ekvationen alltid skilda fran
noll. Vi kan darfor byta variabel fran ¢ till x och vi far

dy _dyl _y
dx_dtfc%_:n'



Eftersom x och y alltid &r positiva kan vi multiplicera med 1/y:

ldy 1
ydr
Genom att integrera denna ekvation med avseende pa x far vi
t t
m YO, 2
y(0) z(0)
d.v.s.
y(t) _ ()
Yo zo
varav
Yo
(4) y(t) = —x(t).
o
Om vi sétter in denna information i den forsta ekvationen far vi slutsatsen
att
dx > Yo o > Yo o
— =—xexp | T° + =T l—-z" - =z
dt P < * z3 z2
2 2 .2 2
— —zexp (m2—|— ygm2> $0";yo ( Q.To . —a:2> _
T T T+ Yo
Observera att detta ar en autonom ekvation med fixpunkter i 0 och i

Zo
R
men inga fixpunkter déremellan. Vidare ligger startvardet mellan dessa

fixpunkter och z ar strikt avtagande pa motsvarande intervall. Foéljdaktligen
far vi slutsatsen att

. B . B o
Am z(t) =0, Tim () = (@2 + )2
Pa grund av (4) far vi dven
Yo

Ay =0, Im vll) = G i

Svar:

Jmo(6), 9] = ©.0), i [2(0),5(0)) = oy o ).

OBS: Det finns manga andra 16sningsmetoder. En mgjlighet &r att byta till
poléara koordinater. En annan ar att introducera Liapunovfunktionen

Vi(z,y) =2* + 3%



