LOSNINGSFORSLAG, TENTAMEN, DIFFERENTIALEKVATIONER OCH
TRANSFORMER 11, DEL 1, FOR CTFYS2 ocH CMEDT3, SF1629, DEN
15 OKTOBER 2012, KL. 8:00-13:00

DEL A

1 (av 8) (3 poang).
Losning:

i. falskt och séker,
ii. sant och saker,
iii. sant och séaker,
iv. sant och saker,
v. sant och saker,
vi. falskt och séker,

vii. sant och saker,

viii. sant och siker,
ix. falskt och séker,
x. sant och saker.

2 (av 8) (3 poiang). Los begynnelsevérdesproblemet

v '+ 20 +2y = 5(t-1),
y'(0) = 0,
y(0) = 0.

Losningsforslag: Laplacetransformering av ekvationen ger (givet begyn-
nelsevillkoren)

sV (s) + 25Y (s) +2Y(s) = e 7%,
dir Y #r Laplacetransformen av y. Division med s? + 2s + 2 ger

—S —S8

e (&
$24+25+2 (s+1)241°

Enligt 146, sid 333, i BETA giller att

1
—1 —t .
E {(3—}—1)24—1}_6 tSll’lt.

Genom att kombinera denna observation med L4, sid 331, i BETA sa far vi
Svar:

Y(s) =

y(t) = e Vsin(t — 1)uy (¢).

3 (av 8) (3 poang). Finn de kritiska punkterna till systemet

dz
dt
dy
dt

= Y

= dy—z—x
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och avgor om de ar stabila eller instabila.

Losningsforslag: De kritiska punkterna ges av ekvationssystemet

0 = v
0 = —3y—z—2a°
Detta ekvationssystem ar ekvivalent med
0 = v
0 = z+a°

Eftersom den enda reella 16sningen till ekvationen 23 + x = 0 ges av 2 = 0
sa ar (0,0) den enda kritiska punkten. Lat

)= (g " s ).

Da ges den associerade Jacobimatrisen av

0 1
Jf:<—1—3332 —3)'

Je(0,0) = < R >

Egenvirdena till denna matris ges av ekvationen

Foljdaktligen galler att

B A1 L
O—det<_1 _3_)\>_)\ 3N+ L

()

Bada dessa egenvérden &r negativa. Foljdaktligen ar (0,0) en asymptotiskt
stabil kritisk punkt. Svar: (0,0) &r den enda kritiska punkten och den &r
asymptotiskt stabil.

Med andra ord ges egenvardena av

1/2
3

=-24
A 2

4 (av 8) (3 poang). Finn den allménna lésningen till

x = 41X
S\ -1 2 '

Losningsforslag: Egenvardena till
4 1
-1 2

o:det< A=Al ):8—4>\—2)\+)\2+1:)\2—6)\+9:()\—3)2.

ges av

-1 2-A
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Vi har alltsa ett upprepat egenviarde A = 3. Egenvektorerna svarande mot
detta egenvirde ges av ekvationen

1 1Y)
<_1 _1>v—0.

En egenvektor ges alltsa av
En 16sning ges alltsa av

For att finna en andra 16sning, ansétt
Xo(t) = Dite + Toe.

For att denna funktion skall vara en 16sning kravs att

4 1\ _ _
(_1 2>Ul = A7,

4— ) 1 _ _
1 2\ Vo = V1.

Foljdaktligen kan vi vélja 91 = v, A = 3; da &ar den forsta ekvationen upp-
fylld. Den andra ekvationen blir da

(o )e=(a)

G 1
En andra 16sning ges alltsa av

Xo(t) = < _1 >t63t+ ( é >e3t.

Eftersom Wronskianen av x; och x5 i t = 0 ar skild ifran noll, sa ar x; och
X9 en fundamentalméngd. Svar: Den allménna l6sningen ges av

(el ) ()]

dar ¢ och ¢y ar reella konstanter.

Vi kan alltsa vilja

5 (av 8) (4 poiang). a. Finn den allménna l6sningen till

ty' —(1+8)y +y=0

t

for t > 0, givet att yi(t) = e &r en l6sning.

Losningsforslag: Ansétt, for att hitta en andra I6sning,

y(t) =y (tu(t) = cu(t).
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Da galler att

/ / 1 !/ "
y =eu+e, Y =elu+ 2 + el

Om vi sétter in denna information i ekvationen sa far vi
0 =t(e'u+ 2¢'u’ +e'u") — (1 +t)(e'u+ ') + e'u

t

=telu + 2te’u’ + telu” — etu — etu’

— tetu — telu’ + etu
" / /
=telu” + telu' — e,

Om vi later w = «’ och delar med te' (observera att ¢t > 0), s& far vi

, 1
w + 1—; w = 0.

En primitiv funktion till faktorn framfor w ges av ¢t — Int. En integrerande
faktor ges alltsa av

w(t) =t tet,
Berakna

d 1

Alltsa uppfyller y ekvationen om och endast om det finns en konstant cg sa
att
u/'(t) = w(t) = cote™.
Denna likhet &ar ekvivalent med
u(t) = /cote_tdt = —cote L + /coe_t = —cote t — cpet + .
Vi far
y(t) = e'u(t) = —co(t + 1) + cze’.
Speciellt &r t + 1 en andra losning till ekvationen. Svar: Den allménna
l6sningen ges av
Cl(t + 1) + Cget,
dér ¢; och ¢y ar reella konstanter.

b. Finn den allménna 16sningen till

ty' = (L+)y +y =t
for t > 0, givet att yi(t) = €t

ekvation.

ar en l6sning till motsvarande homogena

Losningsforslag: Antingen kan man anvanda metoder av ovanstaende typ,
eller sa kan man anvénda parametervariation. Om man anvénder parame-
tervariation sa ar det viktigt att forst skriva om ekvationen pa standardform,

d.v.s. . )
y// — (]. + t) y/ + Zy = tet.

Lat y; = e och yo(t) =t + 1 och ansitt
Yy = u1y1 + u2ye.



Om w1 och uo uppfyller ekvationssystemet
(3 2)(4)-(3)
oy )\ U tet )’
e t+1 Wiy Y _ [ O
e 1 uh )\ tet )7

sa ar y da en losning. Losningen till det senare systemet ges av

() e (e ) ()
1 — et
N ONE)

Integration ger en 16sning

u \ _ (5t +t
uy ) —et ’
varav en partikularlosning ges av
1 1
Y = U1yl + usys = (2t2 + t> el —(t+1)el = <2t2 — 1) et

Svar: Den allménna I6sningen ges av
1
crel + et +1) + (2t2 — 1> et

dér ¢; och ¢ ar reella konstanter.

DEL B

6 (av 8) (3 poing). Visa att xg = 0 dr en reguljar singular punkt till

1/

22y 4+ 22y — xy = 0.

Bestam aven indexekvationen och rotterna till indexekvationen.
Losningsforslag: Ekvationen &dr pa formen

P(z)y" + Q(z)y’ + R(x)y =0,
dir P(z) = 2%, Q(z) = 27 och R(z) = —x. Punkten xo = 0 ér en reguljir
singulir punkt om zQ(x)/P(z) och x?R(x)/P(x) ir analytiska i zo = 0.
Emellertid har vi att

Qlz) 2z o R(x) _ o—x
wP(x) e ! P(z) TR v
Eftersom hogerleden bada ar analytiska i g = 0 sa ar x¢p = 0 en reguljar
singuldr punkt. For att berdkna indexekvationen, 1at
Q(z)

Po=200"P) — 7 725 P
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Indexekvationen ges av
r? 4+ (po = 1)r + g0 = 0.

I vart fall ges den alltsa av

2 +r=0.
Observera att denna ekvation har rotterna » = 0 och r = —1. Svar: Index-
ekvationen ar 2 + r = 0 och rétterna till indexekvationen ges av 7 = 0 och
r=—1.

b. Finn rekursionsrelationen svarande mot den storre av rotterna till index-
ekvationen. Berakna dven koefficienterna explicit om ag = 1.

Losningsforslag: Den storre roten till indexekvationen ges av r = 0. Vi
soker darfor en 16sning till ekvationen pa formen

Da blir

Speciellt har vi alltsa

2y (z) = Z 2na,z"”.

n=0
Vi har aven

o0
y'(z) = Z n(n —1)apz" 2,
n=0
varav

22y (z) = Zn(n — Dayz™.

n=0

Notera slutligen att

o0 [e.¢]
—zy(z) = — g apz™t = — E ap—12".
n=0 n=1

Ekvationen kan alltsa skrivas

o oo o
E n(n —1)ay,z" + Z 2nanx” — Z ap_12" = 0.
n=0 n=0 n=1

Vi maste dela upp denna likhet i tva delar. Nar n = 0 far vi kravet att
0-(0—1)ag+2-0-a9=0.
Emellertid ar det klart att detta villkor ar uppfyllt. For n > 1 har vi kravet
n(n — 1)a, + 2na, — ap—1 = 0.
Denna likhet kan skrivas

nn+ 1)a, = ap—1,



d.v.s.
1
ap = man,l.
Om ag = 1 sa far vi
1 1 1
MTT e TRy @2 BT srar
Det verkar alltsa rimligt att gora induktionsantagandet
B 1
n = nl(n+ 1)1

For n = 0 stammer detta antagande. Antag att det stdmmer for n. Da far
vi

1 1 1 1
T T D+ 2™ T D+ 2) 1) (n+ D)l(n+2)
dar den forsta likheten ar en konsekvens av rekursionsrelationen och den
andra likheten ar en konsekvens av induktionsantagandet. Foljdaktligen
stammer induktionsantagandet for alla n > 0. Svar: Rekursionsrelationen
ges av

1
tn = n(n + 1)an_1
och om ag = 1 sa ges a, av
_ 1
n = nl(n+ 1)1

7 (av 8) (3 poang). Betrakta ekvationen for en pendel (utan friktion)
0+ w?sinf = 0,

dér w > 0 &ar en konstant. Skriv om ekvationen som ett forsta ordningens
system och bevisa att den kritiska punkten till detta system som svarar mot
0 = 0 = 0 ar en stabil kritisk punkt.

Losningsforslag: Beviset av detta pastaende star att finna i boken; se
exempel 2, sid 548.
8 (av 8) (3 poing). Betrakta begynnelseviardesproblemet
dv
dt
v(0) = -1

a. Beskriv 16sningens beteende for ¢t > 0.

= 1—|vlv,

Losningsforslag: Lat f(v) = 1 — |v|v. Observera att © = f(v) ar en
autonom ekvation. Vidare finns det bara en kritisk punkt: v = 1. Slutligen
ar f(v) > 0 for v < 1 och f(v) < 0 for v > 1. Eftersom v initialt &r
negativ sa véixer v och konvergerar mot 1 da ¢t — oo. Svar: Losningen
vaxer monotont fran startvirdet —1 och konvergerar mot 1 da ¢t — oo.

b. Berdkna en explicit 16sning till begynnelsevardesproblemet for ¢ > 0.
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Losningsforslag: Eftersom begynnelsevirdet dr —1 sa ar det rimligt att
borja med att 16sa

dv

dt

v(0) = -—1.

= 1—{—1}2,

Denna 16sning kommer att vara relevant sa linge v < 0. Observera att
ekvationen &r separabel, och att

1 dv

1+ov2dt
Integration fran 0 till ¢ ger
arctan([v(t)] — arctan(—1) = ¢.

Eftersom arctan(—1) = —x/4 far vi arctan[v(t)] =t — 7 /4, d.v.s.

v(t) = tan (t - %) .

Denna 16sning ar relevant for 0 < ¢t < 7/4. Vid t = 7/4 6vergar emellertid
v fran att vara negativ till att vara positiv. For att berédkna 16sningen for
t > 7/4 maste vi alltsa 16sa begynnelsevéirdesproblemet

dv
B
dt v
v(r/4) = 0.
Aven i detta fall & den relevanta ekvationen separabel och vi har
L dv_
1—v2dt

Foljdaktligen har vi (for t > 7 /4) att

L S vl 1
t—— = dv:/ — + dv
4 0 1—'[)2 0 2 1—vw 1+U
_1
-2

1+ w(t)
1—o(t)’

(—In[L — v(8)] + In[L + v(t)]) = %m

dér vi har anvant oss av partialbraksuppdelning i andra steget. Foljdaktligen
galler att

L+o(t) _ agt—n/a)
1 —w(t) ’
varav
1+ ’U(t) — 62(t—7r/4) _ e?(t—?’l’/4)v(t)’

en ekvation som kan omformuleras till



Vi far, slutligen,
62(t77r/4) -1 625771'/4 _ e*(tfﬂ/ﬁl)

v(t) :1 4 e2(t-m/4)  pt—m/4 4 o—(t-7/4)
_ 2sinh(t —w/4)
" 2cosh(t —7w/4) tanh(t = /4)

for t > m/4. Svar:

[ tan(t—7/4) 0<t<m/4,
v(t) = { tanh(t —w/4)  t> 7r/4(



