TENTAMEN, DIFFERENTIALEKVATIONER OCH TRANSFORMER 1I, DEL 1,
FOR CTFYS2 ocu CMEDT3, SF1629, DEN 15 OKTOBER 2012, KL.

8:00-13:00

Hjalpmedel: Det enda tillatna hjalpmedlet vid tentamen &r formelsamlin-
gen BETA, Mathematics handbook. Minirdknare dr ej tillaten.
Preliminira betygsgranser:

For betyg A: 22 poéng totalt (inklusive B-bonuspoéang [men ej A-
bonuspoéng]),

For betyg B: 11 poédng pa A-delen (inklusive A-bonuspoéng) och 20
poéng totalt (inklusive B-bonuspoéng [men ej A-bonuspoéng]),

For betyg C: 11 poédng pa A-delen (inklusive A-bonuspoéng) och 18
poéng totalt (inklusive B-bonuspoéng [men ej A-bonuspoéng]),

For betyg D: 13 poéng pa A-delen (inklusive A-bonuspoéng) eller
15 poéng totalt (inklusive B-bonuspoéng [men ej A-bonuspoéng]),
For betyg E: 11 podng pa A-delen (inklusive A-bonuspoéng) eller
13 poéng totalt (inklusive B-bonuspoéng [men ej A-bonuspoéng]),
For betyg Fx: 10 poéng pa A-delen (inklusive A-bonuspoéng) eller
12 poéng totalt (inklusive B-bonuspoéng [men ej A-bonuspoéng]).

OBS: For full podng krévs en fullstindig motivering (med undantag for
uppgift 1).
Examinator: Hans Ringstrom.

DEL A

1 (av 8) (3 poing). Ar foljande pastiaenden sanna eller falska (svaren skall
i detta problem anges utan motivering och med ett av de fem svarsalterna-
tiven: sant & séker, falskt & séker, sant & oséker, falskt & oséker, blankt)?

i.

ii.

iii.

Det finns ett 6ppet intervall I, innehallande 5, sddant att begynnel-
sevardesproblemet

do
a(t) = ¢'3(1),

¢(5) = 0

har en unik 16sning pa 1.
Det finns en unik 16sning y(¢) till

§(t) + sin(t)y(t) + cos(t)y(t) = 0,
y(0) = 1,
y(0) = 4

definierad for alla ¢t € R.
Ekvationen

2y cos(xy) + 2z cos(zy)y =0
1



iv.

vi.

vii.

viii.

1X.

ar exakt.
Lat ¢ vara losningen till begynnelsevardesproblemet

dé 2y
Diay = #Osinot),
o(0) = —m/2.

Da giller att
lim ¢(t) = —m, lim ¢(t) =0

t—o00 t——o00

(det far betraktas som givet att losningen ar unik och existerar for
alla t € R).
Lat f : R — R vara en kontinuerlig funktion. Om ¢; och ¢o ar tva
l6sningar till

d’¢

Ca (6) = F(H)6(1)
(definierade pa R) och ¢, co &r tva reella tal, sa &r ¢3 = c1¢1 + cago
en 16sning till

d%¢

Ca(t) = F(H6(1).
Det finns reella konstanter b och ¢ sadana att y(t) = tcost &ar en
16sning till

y+by+cy=0.

00 _3)n
Z(n‘)

n=1

Summan

ar konvergent.
Begynnelsevardesproblemet

(14 22)y" (z) + sin(2z)y/ (x) + cos(3z)y(z) = 0,
y(0) = 1,
y'(0) = 0

har en l6sning pa formen

00
y(l’) = Z aﬂxna
n=0

dér potensserien har en konvergensradie p > 1.
Givet tva kontinuerliga funktioner f och g, definierade pa [0, 00), lat
f * g beteckna funktionen h definierad av

hmzéﬂwﬂwwr

For en godtycklig kontinuerlig funktion f definierad pa [0, c0) géller
daatt 1xf=f.



x. En kritisk punkt x(© till systemet
(1) x' = f(x)

ar stabil om och endast om det for varje » > 0 finns ett s > 0 saddant
att varje 16sning x till (1) som uppfyller

Ix(0) = xO < s
existerar for alla positiva t och uppfyller

Ix(t) — xO < r
for alla t > 0.

2 (av 8) (3 poiang). Los begynnelsevérdesproblemet

y' +2y +2y = 6(t—1),
3/(0) = 0,
y(0) = 0.

Som motivering kan ndmnas att begynnelsevirdesproblemet svarar mot en
pendel (dér utslagsvinkeln antas vara liten) som initialt &r i vila, men som
far en stot vid ¢t = 1.

3 (av 8) (3 poang). Finn de kritiska punkterna till systemet
dz
dt
dy
dt

och avgor om de ar stabila eller instabila.

=Y

= 3y—z—a°

4 (av 8) (3 poang). Finn den allménna lésningen till

x = 41 X
U -1 2 ’

5 (av 8) (4 poang). a. Finn den allménna l6sningen till

ty' —(1+8)y +y=0

t

for t > 0, givet att yi(t) = e &r en l6sning.

b. Finn den allménna 16sningen till

ty//_ (1+t)y/+y:t2€t

for t > 0, givet att y1(t) = €' dr en losning till motsvarande homogena

ekvation.



DeEL B

6 (av 8) (3 poang). Visa att xp = 0 &r en reguljir singuldr punkt till
332y” +2zy — xy = 0.
Bestédm dven indexekvationen och rotterna till indexekvationen.

b. Finn rekursionsrelationen svarande mot den storre av rotterna till index-
ekvationen. Berdkna dven koefficienterna explicit om ag = 1.

7 (av 8) (3 poidng). Betrakta ekvationen for en pendel (utan friktion)
0+ w?sinf = 0,
dér w > 0 &ar en konstant. Skriv om ekvationen som ett forsta ordningens

system och bevisa att den kritiska punkten till detta system som svarar mot
0 = 0 = 0 ar en stabil kritisk punkt.

8 (av 8) (3 poang). Betrakta begynnelsevirdesproblemet
dv
dt

v(0) = -1

a. Beskriv 16sningens beteende for ¢t > 0.

= 1—|v|v,

b. Berdkna en explicit 16sning till begynnelsevardesproblemet for ¢ > 0.

Som motivering kan ndmnas att ekvationen beskriver hastigheten hos en
boll som ror sig i ett konstant gravitationsfilt, med ett luftmotstand som
ar proportionellt mot hastigheten i kvadrat. Begynnelsevillkoret skall tolkas
som att bollen ursprungligen ror sig uppat, med fart 1.



