LOSNINGSFORSLAG, TENTAMEN, DIFFERENTIALEKVATIONER OCH TRANSFORMER II, DEL
1, FOR CTFYS2 ocH CMEDT3, SF1629, DEN 8 JANUARI 2013, KL. 14:00-19:00

DEL A

1 (av 8) (3 podng).

i. Sant och siker.
ii. Falskt och séker.

ili. Sant och saker.
iv. Sant och saker.
v. Sant och saker.
vi. Sant och séker.
vii. Sant och séker.
viii. Sant och siker.
ix. Sant och saker.

x. Falskt och saker.

2 (av 8) (3 poang). Finn alla implicita 16sningar till ekvationen

d
21 + day + (1 + 222 + 3y2)£ = 0.

Losningsforslag: Ekvationen kan skrivas
M(z,y) + N(z,y)y" =0,
dar
M(z,y) = 22+ 4zy, N(z,y) =1+ 22 + 3y°.
Det &r av intresse att avgora om ekvationen ar exakt. Lat oss darfor berakna
My(z,y) =4z, Ngy(z,y)=4x.

Tack vare Sats 2.6.1 i boken &r saledes ekvationen exakt; M, = N, och M, N, M, och N, ar
kontinuerliga i hela planet. Lat oss finna en funktion 1 sadan att

0
(1) %(Ly) = M(z,y) =2z + 4y,
(2) g;!;(x,y) = N(z,y) =1+ 222 + 3%

Om vi integrerar (2) far vi

U(,y) =y +20%y +y° + f (),
déar f &r en obekant funktion av x. For att (1) skall vara uppfylld kravs nu att
4oy + f(x) = M(z,y) = 22 + dxy.
Denna likhet ger
f'(z) = 2z,
varav
flz) =2 +C,

dar C ar en reell konstant. Om vi kombinerar ovanstaende observationer far vi

Y(z,y) =y +22%y +y° +2° + C,
1
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dér C' ar en reell konstant. Vidare vet vi att y ar en l6sning till den ursprungliga differen-
tialekvationen om och endast om [z, y(x)] dr oberoende av x. Alltsa vet vi att varje 16sning
uppfyller
y+ 227y +y’ + 2 = K,
dir K &r en reell konstant. Svar:
y+ 202y + P +a? = K,
dar K ar en reell konstant.
3 (av 8) (3 podng). Los begynnelseviardesproblemet
y'—y = [f),
y'(0) = 0,
y(0) = 0,

et t>1,
1) = { 0 t<1.
Losningsforslag: Det kan vara lampligt att Laplacetransformera ekvationen. Vi far
(3) 7Y (s) = Y (s) = F(s),

dér Y betecknar Laplacetransformen av y och F' betecknar Laplacetransformen av f. For att
kunna berakna F' kan det vara lampligt att notera att

Ft) = euy(t) = e e Duy(t).
Enligt BETA (formel L.4, sid. 331) far vi slutsatsen att

—S

e
F(s) = .
() es -1
Eftersom s — 1 = (s — 1)(s + 1) s& medfor foljdaktligen (3) att
Y(s)=e ¢ =e <

(s—Ds—D(s+1) (s=1)32(s+1)
For att kunna inverstransformera sa kan det vara lampligt att partialbraksuppdela:
1 A B C  A(s+1)+B(s+1)(s—1)+C(s— 1)

G126+ G-1Z Ts—1 541 -12G6+1)

Krav:

A(s+ 1) +B(s+1)(s—1)+C(s —1)* = 1.
Detta krav ar ekvivalent med ekvationerna
B+C=0, A-20=0, A-B+C=1.
Detta ekvationssystem kan, i sin tur, formuleras om till
B=-C, A=2C, 4C=1.
Foljdaktligen géller att A =1/2, B = —1/4 och C = 1/4. Med andra ord sa géller att
—s

—S —S

e e e e e e
Y(s) =< — - ——
()= 3Go1e " 1s-1 T as+1




Inverstransformering (se L.4, 1.21 och L.22 i BETA) ger Svar:

y(t) = Z [2(75 et ety e_(t_l)} i (t).

4 (av 8) (3 poang). a. Finn och karakterisera de kritiska punkterna till ekvationen
= (1—x2?)(e® +e).

Losningsforslag: De kritiska punkterna ges av ekvationen
(1 -2 (" +e ) =0.

Eftersom den andra faktorn i vénsterledet alltid &r skild ifran noll sa ges de kritiska punkterna
av ekvationen 1—22 = 0. De kritiska punkterna #r alltsa 1. Eftersom hogerledet i ekvationen
ar positivt da z € (—1,1) och negativt da = € (1,00) och da x € (—oo, —1) sa far vi slutsatsen
att x = 1 ar en stabil och x = —1 en instabil kritisk punkt. Svar: De kritiska punkterna &r
x =1 (stabil) och x = —1 (instabil).

b. Skissera losningen till begynnelsevardesproblemet
g = (1—2%)(e® +e7),
z(0) = 0.

Losningsforslag: Skissen bor innehalla foljande element: z(0) = 0, = &r en strikt vixande
funktion, z(t) - 1 da t — oo och z(t) - —1 da t — —o0.

5 (av 8) (4 podng). a. Finn den allménna lésningen till
=2 73 )x
-\ 3 =5 '
5 -3
a-(32)

Lat oss borja med att berikna matrisen A:s egenvarden. De ges av

5—2A -3
3 —5—=A

Losningsforslag: Lat

Ozdet(A—)\I):det< >:>\2—25+9:>\2—16.

Egenvardena ges foljdaktligen av A = +4. Egenvektorer svarande mot A = 4 ges av

1 =310
3 =910 )°

En motsvarande egenvektor ges foljdaktligen av

v = ( i1’> ) )
och en 16sning till ekvationen ges av
X1 (t) = < ’ >e4t.
Egenvektorer svarande mot A = —4 ges av
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En motsvarande egenvektor ges foljdaktligen av

w- (1),

och en 16sning till ekvationen ges av

Eftersom Wronskianen av x; och xo ges av
3€4t e—4t
det < e4t 36—4t =38 7& 0
sa vet vi att x; och x2 utgor en fundamentalmingd. Foljdaktligen far vi Svar: den allménna

losningen ges av
3 1 _
c1< 1 >€4t+62<3>€ 4t,

dar c; och co &ar godtyckliga reella konstanter.

b. Finn den allmanna losningen till

x’z(é :§>X~I—<i’>e4t.
Losningsforslag: Fran a-delen av uppgiften vet vi att
o0 = (% g )
ar en fundamentalmatris. Det ar darfor lampligt att gora ansatsen
xp = du
for att finna en partikuldrlosning. Observera att
x, = ®'u+ du’ = Ax, + du’.

Foljdaktligen uppfyller x,, den relevanta ekvationen om och endast om

3\
du’ = ( 1 er.
Denna ekvation ar ekvivalent med

u’—l e~ 4t e~ 3\ 4 (1
T\ et et 1/)¢ = Lo )
u_(?H—Cl)7
c2

dar c; och co dr godtyckliga reella konstanter. Eftersom vi enbart soker en partikulérlosning
sé kan vi emellertid véalja ¢; = co = 0. Detta ger

ettt ¥ t 3
= (T g ) (o) = (1)

Integration ger



Svar: den allménna l6sningen ges av

1 _
cl<?>e4t+02(3>e 4t+<?>te4t,

dar c; och co ar godtyckliga reella konstanter.

DEL B

6 (av 8) (3 poang). Finn en 16sning pa formen

[o.¢]
=Y ana+ 1"
n=0

(dér a, och r &r reella konstanter) till ekvationen

(z% 4 22 + 1)y () + (42% + 92 + 5)y/ (z) + (4= + 3)y(x) = 0.
Lésningen skall vara sadan att ag = 1 och koefficienterna a,,, n > 0 skall berdknas explicit.
Losningsforslag: Notera att ekvationen kan skrivas

(z +1)%y" (@) + [4(z +1)* + (z + )]y (2) + [4(z + 1) — y(z) = 0.

Notera att
oo
() => (n+r)a,(z+ 1)~
n=0
och att
o
y'(@)=> (n+r)(n+r—ag(z+ 1) 2
n=0

Vidare har vi att

[A(x+1) —1ly(z) =4 i an(z 4 1)" T i an(x +1)"*"
n=0 n=0

o0 oo
= Z4an_1(1’ + 1)t — Z an(x +1)""".
n=1 n=0

Vidare géller att

o0 oo
A +1)%+ (@ + D]y (@) =4 _(n+r)an(z+ D)™+ (n+r)an (@ +1)""
n=0 n=0
o
:24 (n—1+7r)ap—1(x+1) ”Jrr—l—z n+1r)an,(z +1)"",
n=1 n=0

Slutligen har vi att

o0

(@ +1)%"(x) = > (n+7)(n+7r—1ay(z+1)""".
n=0
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Ekvationen kan alltsa skrivas

o oo

Z(n +7r)(n+7r—Dap(z+1)"" + Z 4n—14+7r)ay_1(z+ 1)

n=0 n=1
o0 o0 oo

+ ) (n+r)an(z+ D)™+ dap (@ 4+ D)= an(z+ 1) =0,
n=0 n=1 n=0

Vi maste dela upp likheten i fallen n =0 och n > 1. Fér n = 0 sa far vi
r(r — 1)ag + rap — ap = 0.

Fér att vi skall kunna fa en 16sning med ag = 1 maéste vi alltsa ha 2 — 1 = 0. Lat oss vilja
r=1. For n > 1 sa far vi da kravet att

(n+ 1)na, + 4nap—1 + (n + 1)a, + 4an—1 — a, = 0.
Denna ekvation ar ekvivalent med

[(n+1)* = 1]a, = —4(n + Dan_1.

Vi far
n+1 4 n+1 4 n+1
ap=-—4———ap 1= —4———ap 1= —4———ap_1.
" n+1)2—1 """ n?+2n " n(n+2) "
Vi far
2
= 4=
ai 1. 3(10,
3-2
= (=42
2 = e ya e
etc. Det ar naturligt att gora induktionsantagandet att
2(n + 1)!
— (g 2T
an = (=4) n!(n + 2)!a07
denna likhet géller for n = 0,1,2. Om antagandet géller for n, sa far vi att
n+ 2 2(n+1)! 2(n+2)!
— 4 T2 oy 2N (gL )
fnt1 e Y amr i T Y im0

Foljdaktligen ar induktionsantagandet sant for alla n. Eftersom vi vill ha ag = 1 s far vi
Svar: en 16sning som uppfyller kraven ges av

2(n+1)!
= -4 = 1)+,
V(o) = DA
7 (av 8) (3 poang). Betrakta ekvationen
i+ 2% =0.

Skriv om ekvationen som ett forsta ordningens system. Ar den kritiska punkten till detta
system som svarar mot x = & = 0 en stabil kritisk punkt?

Losningsforslag: Introducera variablerna 1 = x och 29 = . Da kan ekvationen samman-

fattas av systemet

Bl =& =19, dp=&=—1°=—a



d.v.s. av systemet

(4) il = T2,
(5) iy = —ai.
Med dessa variabler sa ar origo den fixpunkt som svarar mot x = & = 0. Detta system &r
sadant att man inte kan avgora stabilitet /instabilitet via linjarisering. Det ar darfor lampligt
att soka en Liapunovfunktion. Ett satt att finna en Liapunovfunktion ar att finna en bevarad
energi. I vart fall kan man gora det genom att multiplicera den ursprungliga ekvationen med
. Detta ger

i + iz’ = 0.

Observera att denna ekvation kan skrivas

d (1 1
— <:;:2 - a:4> =0.

dt \ 2 4
Foljdaktligen ar
1 1
51’2 + Z:LA
en bevarad kvantitet. Lat oss darfor definiera
1 1
W(z1,22) = 5:10% + Z:nil
Notera att W &r positivt definit (i hela planet) och att
. ow ow
W(z1,22) = val T T2 + 87@ : (—x‘;’) = x?f@ + xQ(_le))) =0.

Med andra ord sa &r W negativt semidefinit (i hela planet). Eftersom W &r ofindligt deriverbar
och origo ar en isolerad kritisk punkt till systemet (4)—(5) sa &r Sats 9.6.1 i boken tillimpbar,
och vi far slutsatsen att origo ar en stabil kritisk punkt. Svar: Ja, det ar en stabil kritisk
punkt.

8 (av 8) (3 poing). For vilka (z¢,y0) € R? finns det ett oppet intervall I innehallande x
och en unik kontinuerligt deriverbar (reellvird) 16sning till begynnelsevéirdesproblemet

y =y,

y(zo) = o
pa I? For vilka (xq,y0) € R? finns det inte ett sddant 6ppet intervall?

Losningsforslag: Lat f(z,y) = y'/°. Om punkten (zg,y0) #r sadan att f och 9f/dy
ar kontinuerliga i en rektangel med (z,yo) i sitt inre, sa finns det ett Sppet intervall I
innehéllande x¢ och en unik kontinuerligt deriverbar 16sning y till begynnelsevardesproblemet
pa I; jamfor med Sats 2.4.2, sidan 70. Eftersom den aktuella funktionen f &r kontinuerlig och
kontinuerligt deriverbar for y # 0 far vi slutsatsen att for alla (zg, ) sadana att yp # 0 sa
finns det ett oppet intervall I innehallande xy och en unik kontinuerligt deriverbar 16sning y
till begynnelsevardesproblemet pa I. Om yg = 0 ar satsen emellertid inte tillampbar. Darmed
ar emellertid inte sagt att det inte finns ett 6ppet intervall med de 6nskade egenskaperna om
yo = 0. For att visa att det inte finns ett Gppet intervall maste vi konstruera motexempel.
Om yo = 0 far vi direkt en l6sning, given av y,(z) = 0. Vi maste nu konstruera en annan
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16sning. Detta kan man gora t.ex. genom att utnyttja det faktum att ekvationen ar separabel.

Lat
5/4
- (%(95 — z0)) T 2 xo
vo() { 0 T < xp.

Da &r aven yp en losning (jamfor med Exempel 3, sidan 71-72 i boken); speciellt sa &ar y,
kontinuerligt deriverbar. Oavsett hur litet 6ppet intervall I (som innehaller ) man véljer
sa kommer y, vara skild ifran g, i nagon punkt i I. Om yy = 0 finns det allsta inte ett 6ppet
intervall med de 6nskade egenskaperna. Svar: Om gy # 0 sa finns det ett 6ppet intervall med
de 6nskade egenskaperna, men om yo = 0 finns det inte ett sadant intervall.



