Losningsforslag till Tentamensskrivning i 5B1202

Differentialekvationer och Transformer II, del 2,
tisdagen den 30 augusti 2005

Uppgift 1. Da f ar jamn &r Fourierkoefficienterna b, = 0 och

2 [T 1 [™
an = —/ zsinz cos(nz)dz = (BETA s. 124) = —/ z(sin(x—nzx)+sin(z+nx))de
™ Jo ™ Jo

och en partiell integration ger

ap = —

1 [ (_ cos(l—n)z _ cos(n + l)x)]:

s 1—n n+1
+ 1 /7r (cos(l —-n)x + cos(n + l)m)dm
T™Jo 1—-n TL+1
_cos(n—1)7 cos(n+1)7w
N 1-n n+1
n+l+1-—mn 2
— 1 - " —(=1 n+1
cos(m+ DM T mrn - VT
for n # 1. For n =1 fas
2 (7 1 [7
a1:—/ a:sin:ccosa:d:c:—/ zsin 2z dx
T Jo T Jo
1 cos2z 17 1 [ cos2z 1 1
=] - - de = —(— 2 = ——.
W[ 5 $]0+7r/0 5 dr 27T( cos 2m)m 5

Fourierserien blir
o0

1 2
1—5cosz + ;(—1)"+1m cos N
ty ag = 2. Serien konvergerar mot f(z) for alla z, ty f &r kontinuerlig och styckvis
deriverbar. O

Uppgift 2. Vi infor inre produkten
o) = [ glei@e *ds
i rummet L2(R,e~*"). Vi har da

lgll? = (9,9) = / Y g@) e o

—0o0

och N
I1f - plI? = [ £ () — plz) e da.

Lat S beteckna det delrum av L2(1R,e*12) som bestar av polynom av grad hogst
1. Hermitepolynomen
Ho(z) =1 och Hi(z) =2z
1



2

utgdr en ortogonal bas fér S och p skall viljas som den ortogonala projektionen av
fpa S dvs

(.’172,H0)H0 (.’172,H1)H1
[ Hol|? 1 H1[|?

p:
Vi har
(x%, Hy) = / 222ze " dz =0

—00

ty 2" &r en udda funktion. Dessutom r ||Ho||? = /7 och en partiell integration
ger

oo o
(2%, Hy) = / 22e ® dp = / ze ® zdz

]. —ZQ oo o0 ]_ _zz ]_
Héarav foljer
i/r 1
p(@)=27= =
VT 2

Uppgift 3. Z-transformering av 6a,+2 — 5an4+1 + an, =1 ger

62:214(2) —52A(2) + A(z) = P i 1
tya0:a1:OOCh
- _
A(z)(62" =5z +1) = —.
Vi har
1 1
2 _ = — —-1)= ) )
(62° —52+1)=(22—1)(3z2— 1) 6(Z 2)<z 3)
och far

Partialbraksuppdelning ger

1 12 2 3/2
6(z—1)(z—2)(-%) 2-1 -3} 2-1

och man far

Invers Z-transformering ger
1 N 31\ 1 1
ORISR
a 5 5 + + 23
forn=0,1,2,.... a



Uppgift 4. Vi har

o0 1 1 0
fw) :/ f(t)e “tdt :/ e lte—iwt gy :/ e*(1+iw)tdt+/ e(l-w)t gy
. 1 0

-1

B [e—(1+iw)t ]1 I:e(lfiw)t]o
—(14iw)lo 1—iwla
1 ) 1 )
= — —(14iw) _ 1 1— —(1—iw)
T+iw® )t e )
_ 1 N 1 eflefiw eflez'w
Tl—dw 14w 14w 1—dw
2 1(1—iw)e ™ + (1 +iw)e™
T 14w? e 1+ w?
2 12cosw +iw2isinw 2 12cosw — 2wsinw
C14w? e 1+ w? S 1+4w? e 1+ w?
for w € R. Harav fas
wf(w)— 2w w 2cosw — 2w sin w
T 14w? e 1+w?
och
~ 2 + 2w 2|w| 2w?
<1 =1 <1+1+2=14
w )l < +|w|1+w2 1+w2+1+w2_ T
ty 2a/(1+a?) < 1 for a > 0. O

Uppgift 5. Vi har
fre™™ =/ f(y)e‘(””‘y)zdyz/ Fly)e = 2wt dy
= / Fy)e v e vdy =0

for alla z. Fouriertransformering ger

Flw)yvme "/ =0

ty e~2” har transform \/7?6_”2/ 4. Hirav foljer f(w) = 0 for alla w. Enligt Fouriers
inversionsformel ar d& f(z) = 0 {or alla z. O

Uppgift 6. Vi har

0, z <0
fllz)=<42®, 0<z<1
8, x>1

dar f'(x) betecknar derivatan av f i punkten z. Definiera en funktion g genom

0, <0
glz) =<4z®, 0<z<1
8, x2>1
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Definitionen av derivata i distributionsmening ger for ¢ € S att

fo) =1 =~ [ " (@) (@)de

0 1 [e)

= —/_ (-1)¢'(z)dx —/0 o' (z)dx —/1 42y (z)dz

= (partiell integration) = ¢(0) — [¢(z)z*]§ + /1 o(2) 423 dx — [p(x) 42%]°
0

o

- o) seds = 9(0) — o) + 46 + [ g)plets

= ¢(0) +3¢(1) + g(p) = 6() + 301(p) + 9(¢p).
Héarav foljer att f' = § + 361 + g dér f' ar derivatan i distributionsmening av f. O
Uppgift 7. Vi satter u(z,t) = X (z)T'(t). Varmeledningsekvationen ger
X"(@)T(t) = X(2)T"(t)

och
X"@) _ T _
X(@) T
Man far
X"+ AX =
A 0 och T'+ AT =0.
X(0)=X(m)=0
Problemet f6r X har icke-triviala l6sningar for A = n%, n = 1,2, 3,..., och 16sningarna
ar

Xn(z) = By sinna.
Problemet f6r T har motsvarande 16sningar

To(t) = Cpe™™'t
och -
u(z,t) = Z Ane ™ sinng
1

uppfyller u,, = u; och det férsta randvillkoret. Det andra randvillkoret ger
o0
u(z,0) = Z A, sinnz = 5sin 3z + 2sin 4z.
1

Detta &r uppfyllt om As = 5, A4 = 2 och Ovriga A,, = 0. Losningen blir darfor

u(z,t) = 5e7 % sin 3z 4 2715 sin 4z



