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1. D& cos2z = 1 — 2sin?z fas sin’z = % —1cos2x och 1 +sin’z =1+ % -
% cos2x = % — % cos 2z. Harav foljer att 1 + sin? 2 har Fourierserien

3 1

— — —cos2z.

2 2

Vi har f(z) = 1+sin?z — g(x), dir g(x) = |z| for |2| < 7. Lat g ha Fourierkoeffi-
cienterna

1 (" L ["
an = —/ g(z)cosnxdx och b, = —/ g(x)sinnzx dz.
T

T™J—xn —7
Eftersom g ar jamn, &r b, = 0 och

2 ™
an = —/ z cosnx dr.
0

s

Man far

2 (7 2 2
aoz—/ ade =27 =1
0 2

och for n > 1 fas med partiell integration

2 [sinnz 1™ 2 [T sinnx 2 rcosnxim
ap = — x| — = d$:0+—|:—:|
0 0 n

T n s n ns Jo
2 2 0 om n jamnt,
= —5(cosnr —1) = —[(-1)" - 1] = J
™m ™m —4/7n? om n udda.

n>1
n udda
och f har Fourierserien
3 1 4 3 4 1 4
5 3 COSQ.’L‘—F%— Z g cosSnNx = 5—%—1—; cosx—§ cos 2x+ Z g CcosS Nx.
n>1 n>3
n udda n udda



2. Lat foljden (ay)22 ha z-transformen A(z). D& har foljden (an41)52, 2-trans-
formen z(A(z) — 3) ty ap = 3, och (an42)2>, z-transformen 2%(A(z) — 3 — 20/2)
ty ag = 3 och a; = 20. Sambandet a, 42 = 14a,—1 — 48a,, ger da

2 <A(z) _3- 2—;’) — 142(A(2) — 3) — 48A(2)
och hirav foljer A(z)(2% — 14z + 48) = 322 — 22z och

3z — 22

A= oGy

Partialbraksuppdelning ger

2 1 z z
A(Z)_Z<z—6+z—8) _22—64_2—8.

Invers z-transformering ger sedan a,, =2-6" +8",n=0,1,2,....

3. Vi infér den inre produkten

(f.9) = /0 ” Fw)alayerda

i rummet L2((0,00),e™%). D4 fas
A2 = (£, ) = /O (@) Pedz och |[e"/3 —p(a)|[? = /0 €9/ — p(a)Pe"da.

Vi skall alltsi minimera ||e*/? — p(z)|| d& p € S, dar S &r det linjéra delrum
som spanns upp av funktionerna 1 och z. Laguerrepolynomen Lg(z) = 1 och
Li(x) = 1—x utgér en ON-bas i S. p skall darfor véljas som ortogonala projektionen
av e*/3 pa S, d v s p(zx) = (e*/3, Lo) Lo(x) + (¢*/3, L1) L1 (x). Vi har

(€z/3,L0) _ / 6x/3e—xdx _ / e—%xdx _ |:—§€_%$:| _ §
0 0 2 0 2

(€3, Ly) :/ ex/g(l—x)e_$dx:/ e_gx(l—x)dm
0 0

dar o0 3 > 3 33 9
I= /0 e 5%zdr = [—iegx:c]o —l—/o 2¢ Sy = 5 5= 71
Hirav foljer (e*/3,L1) = 3/2 — 9/4 = —3/4. Losningen &r alltsa

3 3 3 3 3 3
p(x)___Z<1_x)_§_1+1$_1+1x'



4. Enligt BETA géller f(w) = 1e ¥l och

1

B B 1
14 422

1 T 1
~ — —opeIwl/2 = Zo—lwl/2 ¢ e —
g(w) 1 e 26 y g(z) 41/4_’_$2

D4 f och g tillhér L1(R), géller att f * g ocksa tillhér L(R) och

—_— ~ 2 -
Frg(w) = fw)iw) = me I Ze /2 = Temall
Uppenbarligen géller m € L%(R). Av Plancherels formel foljer sedan att f * g €

L2(R).

5. Vi har
322, x <0,
flz) =41, 0<x<2,
423, x> 2,

dar f'(z) betecknar derivatan av f i punkten x. Definiera en funktion g genom

3a2, x <0,
g(z) = {1, 0<z<2,
43, x> 2.

Definitionen av derivata i distributionsmening ger fér ¢ € . att

‘mwz—fwvz—[%ﬂm¢qu
0

2 2 .
=- / 23 (2)da — / (2 + 1)¢/ ()da — / Al (2 = { partiell }
> 0 0 integration

0 2
——WM@EW+[WM%@MW%®+DM@B+Aw@ﬂmﬂﬁﬂ@?
Ooxg X xr = — 4 = i X )ax
+L 428 p(x)d 3wm+wm+2wm+/wm>a>d
=wm>+ww@>5[ o) p(x)dz = 6(¢) + 1362(2) + g(p).

Hérav foljer att f' = § + 1302 + g, dar f &r derivatan i distributionsmening av f.

6. Vi infor poldra koordinater x = rcosf, y = rsinf. For r = 1 géller u =
cos?f + sinf = % + %cos 20 + sinf. D& funktionerna " cosnf och r™sinnf ar
harmoniska for n = 0,1,2,..., foljer att 16sningen till Dirichlets problem &r u =
% + %TQ cos 20 + rsin 0 och man far

1 1 1 1 1
u(z,y) =5 + §r2(cos29 —sin?f) +y = 3 + 572 cos2f — 5702 sin2 0+ y
1 1 1
=3 gxz——szry for 22 +y* < 1.

* 2



7. Visatter u(z,y) = X(z)Y (y) och Laplaces ekvation overgér i

X'z) _ Y"(y)

/
X"(2)Y(y) + X(2)Y"(y) =0 och X~ Y = -\
Man far
{i:{;j};;?: , o Y-y =0
Problemet for X har icke-triviala 16sningar for A = n?,n = 1,2,3,..., och 16s-

ningarna ar X, (z) = sinnz. Problemet f6r Y har motsvarande losningar Y,,(y) =

Cne™ + Dye™™, dar C), och D,, ar konstanter. Om vi satter

[e%9)
U(J}, y) = Z(Cneny + Dne—ny) sin nx,
1

uppfyller u ekvationen Au = 0 och randvillkoren u(0,y) = y(m,y) = 0. De bada
ovriga randvillkoren ger

o0

u(x,0) = Z(C” + D) sinnx =0
1

och
o0

u(z,1) = Z(C’ne" + Dpe ")sinnz = f(z) = Z % sinnx.
1 1

Konstanterna C), och D,, skall darfér uppfylla

)

C.+D,=0
Cpe™ + Dye ™" = n%

vilket ger

1 1
Cn=agzen
Dn:_l 1

nten—e—n

Harav foljer

_ 1 1 1 1 -~
Cpe™ + Dye™™ :—476”3” — € ny
n*ev —e M n*ev —e M
1 e —e ™ 1 sinhny
nt en —e nt sinhn

och 16sningen blir

1 sinhny .
u(z,y) = Z by, S0
1




