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1. Då cos 2x = 1 − 2 sin2 x fås sin2 x = 1

2
− 1

2
cos 2x och 1 + sin2 x = 1 + 1

2
−

1

2
cos 2x = 3

2
− 1

2
cos 2x. Härav följer att 1 + sin2 x har Fourierserien

3

2
−

1

2
cos 2x.

Vi har f(x) = 1 + sin2 x− g(x), där g(x) = |x| för |x| ≤ π. Låt g ha Fourierkoeffi-

cienterna

an =
1

π

∫ π

−π
g(x) cos nx dx och bn =

1

π

∫ π

−π
g(x) sin nx dx.

Eftersom g är jämn, är bn = 0 och

an =
2

π

∫ π

0

x cos nx dx.

Man får

a0 =
2

π

∫ π

0

xdx =
2

π

π2

2
= π

och för n ≥ 1 fås med partiell integration

an =
2

π

[

sin nx

n
x

]π

0

−
2

π

∫ π

0

sin nx

n
dx = 0 +

2

π

[cos nx

n2

]π

0

=
2

πn2
(cos nπ − 1) =

2

πn2
[(−1)n − 1] =

{

0 om n jämnt,

−4/πn2 om n udda.

Härav följer att g har Fourierserien

π

2
−

∑

n≥1

n udda

4

πn2
cos nx

och f har Fourierserien

3

2
−

1

2
cos 2x+

π

2
−

∑

n≥1

n udda

4

πn2
cos nx =

3

2
−

π

2
+

4

π
cosx−

1

2
cos 2x+

∑

n≥3

n udda

4

πn2
cos nx.
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2. Låt följden (an)∞n=0 ha z-transformen A(z). Då har följden (an+1)
∞
n=0 z-trans-

formen z(A(z) − 3) ty a0 = 3, och (an+2)
∞
n=0 z-transformen z2(A(z) − 3 − 20/z)

ty a0 = 3 och a1 = 20. Sambandet an+2 = 14an−1 − 48an ger då

z2

(

A(z) − 3 −
20

z

)

= 14z(A(z) − 3) − 48A(z)

och härav följer A(z)(z2 − 14z + 48) = 3z2 − 22z och

A(z) = z
3z − 22

(z − 6)(z − 8)
.

Partialbråksuppdelning ger

A(z) = z

(

2

z − 6
+

1

z − 8

)

= 2
z

z − 6
+

z

z − 8
.

Invers z-transformering ger sedan an = 2 · 6n + 8n, n = 0, 1, 2, . . ..

3. Vi inför den inre produkten

(f, g) =

∫ ∞

0

f(x)g(x)e−xdx

i rummet L2((0,∞), e−x). Då fås

||f ||2 = (f, f) =

∫ ∞

0

|f(x)|2e−xdx och ||ex/3−p(x)||2 =

∫ ∞

0

|ex/3−p(x)|2e−xdx.

Vi skall alltså minimera ||ex/3 − p(x)|| då p ∈ S, där S är det linjära delrum

som spänns upp av funktionerna 1 och x. Laguerrepolynomen L0(x) = 1 och

L1(x) = 1−x utgör en ON-bas i S. p skall därför väljas som ortogonala projektionen

av ex/3 på S, d v s p(x) = (ex/3, L0)L0(x) + (ex/3, L1)L1(x). Vi har

(ex/3, L0) =

∫ ∞

0

ex/3e−xdx =

∫ ∞

0

e−
2

3
xdx =

[

−
3

2
e−

2

3
x

]∞

0

=
3

2

(ex/3, L1) =

∫ ∞

0

ex/3(1 − x)e−xdx =

∫ ∞

0

e−
2

3
x(1 − x)dx

=

∫ ∞

0

e−
2

3
xdx −

∫ ∞

0

e−
2

3
xxdx =

3

2
− I,

där

I =

∫ ∞

0

e−
2

3
xxdx =

[

−
3

2
e−

2

3
xx

]∞

0

+

∫ ∞

0

3

2
e−

2

3
xdx =

3

2
·
3

2
=

9

4
.

Härav följer (ex/3, L1) = 3/2 − 9/4 = −3/4. Lösningen är alltså

p(x) =
3

2
−

3

4
(1 − x) =

3

2
−

3

4
+

3

4
x =

3

4
+

3

4
x.
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4. Enligt BETA gäller f̂(ω) = πe−|ω| och

ĝ(ω) =
1

4
2πe−|ω|/2 =

π

2
e−|ω|/2 ty g(x) =

1

1 + 4x2
=

1

4

1

1/4 + x2
.

Då f och g tillhör L1(R), gäller att f ∗ g också tillhör L1(R) och

f̂ ∗ g(ω) = f̂(ω)ĝ(ω) = πe−|ω|π

2
e−|ω|/2 =

π2

2
e−

3

2
|ω|.

Uppenbarligen gäller f̂ ∗ g ∈ L2(R). Av Plancherels formel följer sedan att f ∗ g ∈

L2(R).

5. Vi har

f ′(x) =















3x2, x < 0,

1, 0 < x < 2,

4x3, x > 2,

där f ′(x) betecknar derivatan av f i punkten x. Definiera en funktion g genom

g(x) =















3x2, x < 0,

1, 0 ≤ x < 2,

4x3, x ≥ 2.

Definitionen av derivata i distributionsmening ger för ϕ ∈ S att

f ′(ϕ) = − f(ϕ′) = −

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ′(x)dx

= −

∫

0

−∞
x3ϕ′(x)dx −

∫

2

0

(x + 1)ϕ′(x)dx −

∫

2

0

x4ϕ′(x)dx =

{

partiell

integration

}

= − [x3ϕ(x)]0−∞ +

∫

0

−∞
3x2ϕ(x)dx − [(x + 1)ϕ(x)]20 +

∫

2

0

ϕ(x)dx − [x4ϕ(x)]∞2

+

∫ ∞

2

4x3ϕ(x)dx = −3ϕ(2) + ϕ(0) + 24ϕ(2) +

∫ ∞

−∞
g(x)ϕ(x)dx

=ϕ(0) + 13ϕ(2) +

∫ ∞

−∞
g(x)ϕ(x)dx = δ(ϕ) + 13δ2(ϕ) + g(ϕ).

Härav följer att f ′ = δ + 13δ2 + g, där f ′ är derivatan i distributionsmening av f .

6. Vi inför polära koordinater x = r cos θ, y = r sin θ. För r = 1 gäller u =

cos2 θ + sin θ = 1

2
+ 1

2
cos 2θ + sin θ. Då funktionerna rn cos nθ och rn sin nθ är

harmoniska för n = 0, 1, 2, . . ., följer att lösningen till Dirichlets problem är u =
1

2
+ 1

2
r2 cos 2θ + r sin θ och man får

u(x, y) =
1

2
+

1

2
r2(cos2 θ − sin2 θ) + y =

1

2
+

1

2
r2 cos2 θ −

1

2
r2 sin2 θ + y

=
1

2
+

1

2
x2 −

1

2
y2 + y för x2 + y2 ≤ 1.
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7. Vi sätter u(x, y) = X(x)Y (y) och Laplaces ekvation övergår i

X ′′(x)Y (y) + X(x)Y ′′(y) = 0 och
X ′′(x)

X(x)
= −

Y ′′(y)

Y (y)
= −λ.

Man får
{

X ′′ + λX = 0

X(0) − X(π) = 0
och Y ′′ − λY = 0.

Problemet för X har icke-triviala lösningar för λ = n2, n = 1, 2, 3, . . ., och lös-

ningarna är Xn(x) = sin nx. Problemet för Y har motsvarande lösningar Yn(y) =

Cneny + Dne−ny, där Cn och Dn är konstanter. Om vi sätter

u(x, y) =
∞

∑

1

(Cneny + Dne−ny) sin nx,

uppfyller u ekvationen ∆u = 0 och randvillkoren u(0, y) = y(π, y) = 0. De båda

övriga randvillkoren ger

u(x, 0) =

∞
∑

1

(Cn + Dn) sin nx = 0

och

u(x, 1) =

∞
∑

1

(Cnen + Dne−n) sin nx = f(x) =

∞
∑

1

1

n4
sin nx.

Konstanterna Cn och Dn skall därför uppfylla

{

Cn + Dn = 0

Cnen + Dne−n = 1

n4

,

vilket ger
{

Cn = 1

n4

1

en−e−n

Dn = − 1

n4

1

en−e−n

.

Härav följer

Cneny + Dne−ny =
1

n4

1

en − e−n
eny −

1

n4

1

en − e−n
e−ny

=
1

n4

eny − e−ny

en − e−n
=

1

n4

sinh ny

sinh n

och lösningen blir

u(x, y) =

∞
∑

1

1

n4

sinh ny

sinh n
sin nx.
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