Losningar till tentamensskrivning i 5B1202
Differentialekvationer och transformer II, del 2, 2006—05—17

(1) Enligt BETA ir f(w) = 2292 51w £ 0 och f(0) = 1. g = fxf

ger §(w) = (f(w))? = 45“:# for w # 0 och §(0) = 1.
¢ jamn medfor att g jamn.

For z > 0 fas g(z) = [7 f(z — y)f(y)dy = [, 1dy dér I =
{yGR,|y|§5och|fr—y|§%} [2,2] [z — 52+ 5.

For xz > 1 fas I = @ och g(z) = 0.

For 0 <z <1fas I = [z — 1,1] och lingden av intervallet /

ar 3 — (z—3) =1— x vilket ger g(z) =1 — =
Da ¢ ar jamn fas
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(3) Vihar f = (24 2)6(z) + (z + 1)(1 — H(z)) + e~ H(x).
Daz+2=21forz =0 fas (x—|—2) (r) = 25(z) och f =
20(z)+ (r+1)(1 — H(x ))—il—e“"H( ).



Déa H' = 6 fas
fr=28(x)+ (x+1)(=6(x)) + 1 — H(z) + e ()
— 2ze™* H(z)
= 26'(x) — 0(x) + 1 — H(z) + 6(x) — 2ze * H(x)
= 20'(z) + 1 — H(z) — 2z H(x)

(4) Z-transformering av

Unp1 — 20, =1+ (-1)",n=0,1,2,...
ay = 0

ger zA(z) — 2A(z) = ;5 + ;55 déir A(z) dr Z-transformen av

(@n)°.

Hérav foljer (z —2)A(z) = ;55 + 25 och

z+1
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Partialbraksuppdelning ger

1 B 1 N 1
(z—=1)(z—2) 2—-1 =2z-2
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Invers Z-transformering ger
4 1
n=22"—-1-=(-1)",n=0,1,2,...
=3 z(1)"n

(5) Vihar f(z) =e ™ for z € R.

Vi infér inre produkten (g,h) = [*°_g(z)h(z)e~*"dz i rum-
met L?(R,e™*").
Da gller [lg]|* = [~

o0

If =l = / " @) - plo) e d.

oo

lg(x)|2e~*"dx och

Lat S beteckna det delrum av L?*(R,e ") som bestar av
polynom av grad hogst 1. Hermitepolynomen Hy(z) = 1 och



3

H,(z) = 2z utgdr en ortogonal bas for S. p skall viljas som
ortogonala projektionen av f pa S dvs
(fa HO) (fa Hl)

= Hy + H,.
P = T E P

(f, Hi) = [~ e 3" 2e " dr = 0 ty 2ze %’ &r en udda funk-
tion.

| Hol|* = v/ och (f, Hy) = [ e 3= g = [ o142 g —
VT enligt BETA.

Hérav foljer att p(z) = */\%21 =1, z€eR

Minimivirdet av integralen ges av || f —pl|* = || f||*—||p||?, dar

1112 = [ (e73") e dw = [*_ e ™ dv = /T enligt BETA,
och [|p[|* = [|3Holl* = || Ho||* = ;v/7.
Héarav foljer att minimivardet ar

()

Satt u(z,t) = X (x)T(1).
Da ar ugy, = X"T och uy = XT" och vagekvationen ger
X"T'=XT" och &% = 2.

T
Vi sitter X7” = TT” = —)\2 och far de ordinira differentialek-
vationerna X" + X\2X =0 och T" + \2T = 0.
Problemet
X"+ XX =0
X(0)=X(m)=0

har losningar X = ¢,sinnz for A = n, n = 1,2,3,..., och
om A? ersattes med ett tal < 0 fas inga icke-triviala l6sningar.
Differentialekvationen for 7" har motsvarande losningar 7' =
A, cosnt + B, sinnt.

Hérav foljer att u,(x,t) = (A, cosnt + B, sin nt) sin nx upp-
fyller vagekvationen och randvillkoren u(0,t) = u(mr,t) = 0 for
n=1,2,3,...,och samma giller for u(z,t) = > 7 (A, cosnt+
By, sin nt) sin n..

Vi har

o
u(z,t) = Z(—Ann sin nt + B,n cos nt) sin nx.

n=1



De 2 sista randvillkoren ger

o0 ' 1
0) = ;Ansmnnx = 21: ﬁsmnx
och -
0) = ZBnnsinnx = 0.
1
Vi far dérfor A, = 25 och B,, = 0 och 16sningen blir u(z,t) =
>°1 J5 cosntsinna.

(7) Utveckla y i Fourierserie y(t) = > c,e™. y" har da Fouri-

erserie Y. (in)%c,e™ och vi far y"(t) = Y. (—n?)c,e™.
Vidare fir

00 00
t+7r § :Cn n(t+m) 2 :emwcnemt — § :(_1)ncneznt.
—00 —00

Ekvatlonen 2y"(t) + 9y( ) = y(t + ) ger darfor

9 Z Cn mt + 92071, _ io: 1)ncn6int
och - :
2:(—2712 +9— (=1 e™ =0

varav foljer att (—2n% +9 — (=1)")¢, = 0 for n € Z.

For n # £2 &r 9 — 2n? — (—=1)" # 0 och det foljer att ¢, = 0.

Forn=424r9—2n*>—(-1)"=9-8—1=0 och ¢, kan
valjas godtyckligt.

Harav foljer att de sokta losningarna ges av funktionerna
Ae® + Be ™ dir A och B ir konstanter.



