Losningar till tentamensskrivning i 5B1202
Differentialekvationer och transformer II, del 2, 2006—-08—-22

(1) Sétt f(t) =e ¥ fort € R och

sint t#0
=< t
9(1) {1 . t=0.

Daér h = fgoch |h(t)| < e . Dae* e L'(R) galler ocksé

h € L'(R).
Av Riemann—Lebesgues lemma foljer att lim h( )=0.
Enligt BETA &r h = = f * ¢, f(w) = \/_e*“’ /4 och

o )T, w] < 1

glw) = {0 ,Jw| > 1.
Hérav fas

27r/ f w—u)g /\/_e“’“/47rdu

vilket ar > 0 ty integranden ar positiv.

(2) Da sint ar en udda funktion fas

oo T
flw) = / e ™Lf(t) dt = / e lsint dt
. .
™ s
:/ —isinwtsintdt = —22'/ sinwtsint dt
- 0

= z cos(wt +t) — cos(wt — t)] dt

w—+1 w—1
_ . (sin(wr +7)  sin(wr —7)
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s1n7rw s1n7rw
w+1 w—l
1 2:8in Tw
= {sin Tw -
w—1 w41 w? —1

for w # £1.
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Vidare ar
f() = —i/ 2sin’ t dt = —7}/ (1 —cos2t)dt = —im
0 0

och f(—=1) = im.
Plancherels formel

| itora=o [ |iw]

ger sedan

/°° sin? rw
——dw =
0 (w2 - 1)2

T T T
2sintdt = -1 = —
/0 Sin 471' 1

(3) f(t) kan skrivas
f6)=H(t) (") + (1 — H(t) e
dar H ar Heavisidefunktionen. Derivering ger
Ft)=H®e i —1)+e "5(t)
+ (1= H(@®)e™ (i + 1) — e5(¢)
= e ¥ — sgnt) dir sgnt = {1_1 : z Z g .
Hér anvindes att e T4 (¢) — e!T5(t) = (t) — d(t) = 0.
Vidare fas
() = H(t)e (i — 1)% + e (i — 1)6(2)
+ (1= H(t) e (i 4+ 1)? — (i 4+ 1)6(¢t)
= —¢ 125 sgnt + (i —1—1i — 1)(t)
= —e 95 sont — 25(t)
ty (i—1)? =i +1—2i=—2ioch (i +1)? =i* + 1+ 2 = 2i.



(4) Z-transformering av a, 1 — 3a, = 2" — 2, ay = 2, ger

z 2
A(z) — 22 — 3A(2) = -2
zA(z) — 2z (2) Jo— o
dér A(z) ar Z-transformen av (a,)3,
Harav fas
z 2
—3)A(2) =2 -2
(= 3)A(2) =22+ — —2—
och
2
Az) = z 2 z

= -2 .
z2—3 (2=-3)(2—2) (z=3)(z—1)
Partikelbraksuppdelning ger

1 1 1
(z=3)(z—2) 2—3 2z-2

och
1 p—
(z=3)(z2—1) 22-3 2z-1

Harav foljer
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z z z z z
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_o 2z n z
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Invers Z-transformering ger sedan

an=2-3"—2"+1, n=0,1,2,...

Anvind inre produkten (f, g fo g(x)dzx i rummet L2(0, 3).
Skall minimera ||e” —p|| dér p varierar i delrummet S = rummet
av polynom av grad hogst 1. Minimum fas da p = ortogonala
projektionen av e® pa S. Skall bestimma en ON-bas ¢g, 1 1 S.
Den sokta ortogonala projektionen ges da av

(6:13, 900)()00 + (6:13, 901)()01-

Vihar [|1[* = [ 1dz = 3 och [[1]| = V3. Siitt @0 = 7 = J5

sa att ||pol| = 1. Sétt vy = x — (x, o) sa att v; Lyy. Man



har (z,p) = fogx%dx = %[%2]3 = ¥ vilket ger v, = x —

L —z— % Vi har ocksa

Satt p; = Hv i 3 — 1. o, 1 ar da en ON-bas for S.
Vi har

&, 00) /e—dx—%[ et = jg(e?’—n

och en partiell integration ger

P2
(ex,wl):/ e’ (—x—l) dx
0 3
3 3
:[e’” <gx—1>] —/ e’”gda:
3 N A
2

2
:e3+1—§(e3—1):—e + -
Den sokta ortogonala projektionen blir da
I, 1 15 5 2
— —1)— — ol |
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1, 1 24 1 4, 10 5

=-e—-+-er—ce+—r— ¢

3 3 9 3 9 3
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(6) Vi har villkoren

Uz(oa y) - U:L‘(’/Ta y) = (1)

u(z,0) =0 (2)

u(z,m) =Y 7 S5 cosnw (3)
Satt u(x,y) = X ()Y (y).



Vi siitter &5 = —XZ = —\? dir A > 0.
Man far ekvationerna
X"+ XX =0
och
V"= NY =0.

(1) och (2) ger villkoren X'(0) = X'(7) = 0 och Y (0) = 0.
Vi betraktar forst fallet A > 0.

Vi far 16sningarna
X =cicosAr +cpsine och Y = c¢3co8 hAy + ¢4 sinh Ay

till de ordinara differentialekvationerna ovan.

Vi har X’ = —\¢;sin Az + A¢g cos Az och randvillkoren ger
ce = 0 och sinAr = 0. Detta ar uppfyllt for A = n, n =
1,2,3,....

Y (0) = 0 ger ¢3 = 0 vilket visar att funktionerna A, sinh ny
cosnx, n = 1,2,3,..., uppfyller Laplaceekvationen och villko-
ren (1) och (2).

For A = 0 fas pa motsvarande satt funktionen Ayy.

Har &r A,, n=20,1,2,..., konstanter.

Vi sétter u(z,y) = Aoy + >, Ay sinhny cos nz. u uppfyller
da Au = 0 och villkoren (1) och (2).

Vi har u(z,m) = Agr + Y.° A, sinhnrcosnz och (3) blir
uppfyllt om Ay = 0 och A, uppfyller A, sinhnr = # for n =

1,2,3,....
Man far A, = n=123,....
1

Lésningen blir u(z,y) = Y77 o

nh7n

n4 sinh mn’

sinh ny cos nzx.

(7) Utveckla y i Fourierserie: y(t) = Y. _cne™. Da fas

o0 o
y'(t) = Z cn(in)?e™ = Z —n?cpe™
—00 —00
och
y <t + g) — Z et E) — Z ¢, enteinT/2
T -~

— § :incnemt
—00



Ekvationen y"(t) = 4y(t + 5) ger

Z —n?c, e’ —242 cne’

Hirav foljer > (n? + 4i")c,e™ = 0 och (n? + 4i")c,, = 0
for n € Z.

n # +2 medfor [4i"| = 4 och |n?| # 4 vilket ger n? + 4i" # 0
och ¢, = 0.

n = +2 ger i" = i> = —1 och n? = 4 vilket medfor n? + 4"
4 — 4 = 0. Det foljer att ¢, kan valjas godtyckligt i detta fall.

Losningen blir darfor y(t) = Ae™ + Be ! diar A och B ar
konstanter.



