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1. Fourierserien &r $ag + Y v (an cosnx + by, sinnz), dir

1 (" 1 /7
an = — f(x)cosnxdx, n >0, och b,=— f(x)sinnxdz, n > 1.
™ J)_n T J—x
Hérav fas
0 sinnz 1" 0 sinnx
Ty = / x cosnz dr = {partiell integration} = x - / dz
- n . Jaon
cosnx 19 1 1—(=1)"
=[S |, = comnm) = —
for n > 1 och
0, om n jamnt och n > 1
A,y =
" 2/7n?, om n udda och n > 1.

Vidare ar

1/0 d 1[$2]0 1 w2 T
ag = — zde == |=— = =__,
. T 2 2

Dessutom fas med en partiell integration

0 0 0
by, :/ rsinnxdr = [_cosnxx] +/ €08 nwdx
—r n - - n
cosnm [sin nfc} 0 (—1)ntt
= — = T—
n n? | __ n
och b, = (=1)""t/n,n=1,2,3....
2. Vihar 1 1
fw) = “I+iw+2) 1-i(w+2)

Enligt BETA géller att /(1 — H(t)) har Fouriertransform (1 —iw)~! (hér ar H(t)
Heavisidefunktionen). BETA ger sedan ocksa att e 2®e!(1 — H(t)) har Fourier-
transform (1 —4(w + 2))~!. Harav foljer att



3. Laguerrepolynomen utgdr ett fullstindigt ON-system i rummet L?((0, 00), e~ %).
Harav foljer att e=* =3 ° ¢y Ly (2), dér ¢, &r inre produkten av e™® och L,, d vs

cn:/ e “Ly(z)e *dz.
0

Enligt BETA &r Ly(z) = Le®D"(a"e "), vilket ger ¢, = [;° 4, D"(a"e ")e *dx.
Efter n partiella integrationer fés
1 [ 1 [ 1 [
Cn = — e ¥ (=1)"D"e *dx = / e e tdx = / e 22 dr.
n! 0 n! 0 n! 0

Med integralens viarde ur BETA fas ¢, = %% = 2771, Den stkta utvecklingen

&r alltsd e = > 0° 27" 1L, (x) med konvergens i rummet L?((0,00),e™%).
4. Sitt g(t) = (1 +t2)"L och h(t) = e for t € R. DA &r
f@) = [ gla—0h(t)dt =g hia)

och f(w) = §(w)h(w). Enligt BETA &r §(w) = me~ 1l och h(w) = y/me /4 och
hirav foljer f(w) = m3/2elwl—?/4,

5. Vi har
—31‘2, <0

flx)=10, 0<xz<4

%xil/Q, x >4,

dar f'(z) betecknar derivatan av f i punkten x. Definiera en funktion g genom

%:L‘_l/Q, T > 4.

Definitionen av derivata i distributionsmening ger, for ¢ € .7, att

0

Fo) =1 == [ rdaa= [

1133/56 xr — - ﬂf/ﬂf X
e [T Ve

= {partiell integration}
0

= [p@)2*) _/ plx)3adr — [p(a)Va]] +/oo ‘P(l’)%$_l/2dx
4

—0o0

~20(0) + | " g@)e(@)dr = 264(9) + 9(0).

—00

Hérav foljer att f’ = 204 + g, dar f’ ar derivatan i distributionsmening av f.



6. Enligt formuleringen av problemet ar foljden (4")0°, faltningen av féljderna
(2™)§° och (ay)y. Om vi later A(z) beteckna Z-transformen av foljden (ay)3° s
fas
z z
Alz) = ——
z—2 (2) z—4’
ty (2")° har Z-transformen z(z — 2)~! och (4")$° har Z-transformen z(z — 4)~1.

Harav fas

z—2 z 2
Az) = = — .
() z2—4 z—-4 z-4
z(z —4)~! har invers Z-transform (4")3° och —2(z —4)~! har enligt BETA invers

Z-transform (—2- 4" 19(n — 1))&°, dar

9(n)2{1, n>0

0, n < 0.

Hirav foljer ag = 1 och a,, = 4" —2-4""1 = 2.4 for n > 1.

7. Problemet ar

Upr = LUy, 0<zx<mt>1 (1)
u(0,t) = u(m,t) =0, t>1 (2)
u(x,1) = (sinz)(cos x), 0<z<m. (3)
Vi anvéinder separation av variabler och ansitter u(x,t) = X(z)T'(t). (1) ger
X"T =tXT och
X// tT/ )\
Yo7

dar A\ ar en konstant. Man far dels
X"+ 22X =0, X(0) = X(m) =0,

dels tT" = —XT, d v s T" + (A\/t)T = 0. Problemet for X har 16sningarna X =
sinnz, n = 1,2,3,..., for A = n? For T fas da ekvationen T’ + (n?/t)T = 0,
som har integrerande faktor en’Int — 4n* Man far t"°T’ + n2t"’~1T = 0 och
%(t”%’) = 0. Integration ger T = C och T = C't_”Q, dar C ar en konstant.
Héarav foljer att u,, = Apt—” sinnz, n = 1,2,3,..., uppfyller (1) och (2). Har ar
A,, konstanter.

Genom linearitet foljer att

o0 .
sin na
U= 2 A
1
ocksd uppfyller (1) och (2). Villkoret (3) ger
o

1
u(x,1) = ZA" sinnz = (sinz)(cosx) = B sin 2z,
1

vilket &r uppfyllt for Ay = % och alla 6vriga A, = 0. Harav foljer
1sin 2z

u(z,t) = 5 A



