KTH Matematik

L 6sningar till tentamensskrivning i SF1629, Differ entialekvationer och transformer 11, del2, 20080603.
smco
1st x(t) =1for |t |£1och x(t) =0 for | t |>1. Enligt BETA & d& X(w) = 2——

Omvi sitter g = €"x f&s §(w) = X(w - J) = ZSm((D ])

Vidare fasatt - itg(t) har Fouriertransform—(ZM) :2((u - Yeoslw - 9 ; sin(w - 3 .
dw w-1 -7
(- Dcos(w - 1)- sinfw - 1)

Multiplikation med i ger att f (t) =tg(t) har Fouriertransform 2i ©- 1
2. L& talfoljden haZ-transform  A(2).

Dahar (an+1): o Z-transform A A(2) - a,) = zZA(2) - 5z och (am 2)¥ o har Z-transform

Z (A - a, - —) Z°A(z) - 57 + 23z . Z-transformering av likheten @,,, =358, - 2a,,, ger
ZAz)- 52 + 232—35A(z) 2(zA(2) - 52) , vilketger A(2)(z° +2z- 35) =5z°- 13z
dvs A(2)(z- 5)(z+7) =52" - 13z.

A(Z): 52- 13 :{ bu}:— 4 ochA(Z)—L+4
z (z-5(z+7) 7 z-5 z+7

InversZ—transformeringger%danah:5"+4(- 7',n=0,1,2,.

Harav fas

3.sat | =(pin’t codtdt och f(t) =sint cos®t for | t | £ p.

0

¥
DA fés enligt Parsevals formel | —% ain n’t codt dt= df (t) ?dt= p |a0| é (]ahl2 + |bn|2) *)
-p n=1

1 .
dar a, och b, betecknar Fourierkoefficienternafér f, dvs f har Fourierserie > a,+ a (a,cosnt + hsinnt) .
n=1

1+ t 1. 1.
Vi har f(t):smtc—;SZ:Esmt +Esmt cos2t .

. 1, . . 1. 1.
Enligt BETA & sintcos2t :E(sm(-t)+sm3t) =- —Zsmt+§sm3t
1. 1. 1 . 1. 1.
vilketger f(t) =—=sint- =sint+—sin3t =—sint+—=sin3t
2 4 4 4 4
Hérav foljer att b, = b, :%1 och att évriga Fourierkoefficienterna &r lika med noll.

(o 1=2m7eny =L =L

asat h=f*g.Daah="f Gty f1 L' ochgl L") och specielit fas h(0) = f(0) §(0)
¥ d %éé f (x)d t')g'é‘ d 9 1
dvs cAn(x)dx =¢ Af (X)dx¢ Ap(X)dx™ =1xp=pty
_91( ) é_(¥) (x) gé_gﬂ( ) 5 PP
¥ 1 1 l ¥ ¥ 1
Of (9dx= ¢¥L- [X)dx =21 - X)dx = AL - =) =L och (P(x)dx = ol—‘ dx = p.
-¥ -1 0 2 -¥ -¥ +X2

¥

¥
Dessutom & h3 0 och O £ g(x) £ 1, vilket ger h(x) = Cp(x- t)f()dt£ f(t)dt =1foralla x.
-¥ -¥

¥ ¥
Harav foljer N°dX £ ¢ dx=pavshl L*(R).
-¥ -¥
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5. Fouriertransformering av y@+15y¢+ 56y =8 ger (iw)*y +15 wy + 56y =1
dvs ((im)” +15iw +56)y =1.
Vi sitter z= i ochf&r (Z +15z +56)y =1
1 1 1 1
72 +152+56 (z+7)(z+8) z+7 z+8
1

ochy =

Harav foljer y = ——— - —
7+im  8+iw

Invers Fouriertransformering ger sedan enligt BETA

y=e "H()- e®H(t) = (€" - €®)H(t) d&r H & Heavisidefunktionen.

1

6. Vi infor inre produkten (f, Q) = Of (Y g(x)dx i rummet L2(-11) .

Dafas | f| = df(x)l dx och de‘“ p(x) dx = [[€" - px)|"-

Vi skall altsd minimera Ie p(X)I da p varierar i rummet S av polynom av grad hogst 3.
S spanns upp av Legendrepolynomen B, P, P, och R, och enligt teorin fas minimum
w“P)

P.(x) -

da p & ortogonala projektionen av e pa S, dvs p(x) = a

Enligt BETA & P,(x) =1, Py(x) =—;(3x2 -1 och |P|* = ;forn=0, 1, 2,

1
Vi har (e, P) = c‘pZMPn(X)dX =0 for n=1och n=3ty P, & udda
-1

2
och &ven eax'Pn(X) uddafor n =1 och n = 3. Vidare & IF{)"2 = 2 och |F’2||2 =-.
1
Dessutom galler (€™, R)) = (g *'dx = 2(‘3-:‘2de [ezx]t =€’ - lochda P, & jamn f&s ocksd

-1

1

1 1 1
™ B) = 2(‘)e2X—1(3x2 - Ddx= (‘)ezx(3x2 - Dax ={ pi} = [—;ez"(?:xz - ])] - (‘)%ez’%xdx:
0 o

0

1 \2x 1 ! 1\1 2x u > 1 11, 1/, ]
=e’+=-3 xdx = e+—-3 - edxy=€e +—--3[—e"-—(e"-1
2 G 2 :[2 ] %= 333 5l )E

™ R) :—jf(e - 1).

CLATSNCILI P 20
1} T T Y

-1
> +(e* - ) (3X-3) (e-l)—X (6-3)1—6

Harav foljer att p(Xx) =

Po(X) +

p(x) =
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7. D& 4sin®x = 3sinx - sinX enligt BETA , kan problemet skrivas
tu, =tu , CExEp,t31l (1)

b o t

iu0t)=u(pt)=0 ,t3 1 (2)

tu(xd) =3sinx- sin3x , CEXEp( 3)

Vi anvénder separation av variabler och sétter u(x,t) = X(x)T(t).

(1) ger X@ =tXT(och X_X(I]::%(l:: - A ,da A &renkonstant.

Man fér dels X@+AX =0 ,X(0) = X(p) =0 ochdels tT¢=- AT dvs T¢+%T =0.

Problemet for X har losningarna X =sinnx ,n=1, 2, 3, for A =n’
2
n? Int 2

n
For T f&sdaekvationen TG+ TT =0, som har integrerande faktor " " =t" .

2 2 d 2
Man far t" T¢+n%t" T =0 och —(t“ T)=o.
dit

Integrationger t” T=Coch T=Ct™" , d&r C & en konstant.
Harav foljeratt u = At™" sinnx ,n=1, 2, 3,.... uppfyller (1) och (2). Har & A, konstanter.
sinnx

n2

¥
Genom linearitet foljer att U = é A,

n=1

ocksa uppfyller (1) och ( 2).

¥
Villkoret (3) ger u(x,]) =Q A, SiNnx =3sinx- sin3x , vilket & uppfylltom A = 3, A =-1
n=1
sinx sin3x
ochalladvriga A = 0. Hérav foljer u(x,t)= 3T o




