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1a) Vi utvidgar funktionen som en udda funktion över hela intervallet (−π, π). Vi skriver
även om 2 sin2 x = cos 2x− 1, och har därmed F-cosinusserien för funktionen

−1

2
+

1

2
cos 2x.

1b) För att f̊a F-sinserien måste vi ha en udda funktion över intervallet (−π, π). Därför
utvidgar vi f som en udda funtktion f(x) = − sin2 x över (0, π). Fourier-sinus koefficien-
terna kan beräknas (anta n 6= 2)

bn =
2

π

∫ 0

−π
sinnx sin2 xdx = {Part.Integ.} =

2

nπ

∫ 0

−π
cosnx(2 sinx cosx)dx =

2

nπ

∫ 0

−π
cosnx sin 2x

=
2

nπ

∫ 0

−π
(−cos(2− n)x

2(2− n)
− cos(2 + n)x

2(2 + n)
)

4

nπ

1

4− n2
(−1 + (−1)n).

Man kan ocks̊a f̊a att

b2 =
2

π

∫ 0

−π
sin 2x sin2 xdx = 0.

Därmed är bn = 0 för jämna tal n, och

F (x) :=
−8

π(2m+ 1)

∞∑
m=0

1

4− (2m+ 1)2
cos((2m+ 1)x).

2) Vi kan skriva om integralen med variabelsubstitution och vi f̊ar∫ 1

−1

n sin(y/n)

y
(1− |y|)2dy =

∫ 1/n

−1/n

sin(x)

x
n(1− |nx|)2dx.

L̊at Un(x) = n(1− |nx|)2 p̊a inervallet (−1/n, 1/n) och Un = 0 för övrigt.
De tre villkoren för positiva kärnor är Un ≥ 0,

∫∞
−∞ Un = 1, samt

lim
n→∞

∫
δ<|s|<a

Un = 0, ∀δ > 0.

Beräkning ger att tv̊a av dessa är uppfyllda men
∫∞
−∞ Un = 2/3. Därför är funktionen

Kn = 3Un/2 en positiv kärna. S̊aledes gäller det att

lim
n→∞

∫ 1/n

−1/n
Un(x)f(x)dx = (2/3) lim

n→∞

∫ 1/n

−1/n
Kn(x)f(x)dx = 2f(0)/3 = 2/3,

d̊a f(x) = sin x/x, och f(0) = 1.

3) Metod 1: Använd Rodrigues formel: Hn = (−1)nex
2
Dne−x

2
, och partielintegration∫ ∞

−∞
HnHme

−x2

dx = (−1)n
∫ ∞
−∞

Dn(e−x
2

)Hm dx = (−1)n−1
∫ ∞
−∞

Dn−1(e−x
2

)H ′m dx

Nu kan vi använda H ′m = 2mHm−1 och f̊ar∫ ∞
−∞

HnHme
−x2

dx = 2m(−1)n−1
∫ ∞
−∞

Dn−1(e−x
2

)Hm−1 dx = 2m
∫ ∞
−∞

Hn−1Hm−1e
−x2

dx.



L̊at nu n > m och iterera detta m-g̊anger∫ ∞
−∞

HnHme
−x2

dx = 2mm!
∫ ∞
−∞

Hn−mH0e
−x2

dx = 2mm!
∫ ∞
−∞

Hn−me
−x2

dx =

2mm!(−1)n−m
∫ ∞
−∞

Dn−m(e−x
2

) dx = 0.

Om n = m s̊a blir detta∫ ∞
−∞

HnHne
−x2

dx = 2nn!(−1)n−n
∫ ∞
−∞

Dn−n(e−x
2

) dx = 2nn!
∫ ∞
−∞

e−x
2

dx = 2nn!
√
π.

Metod 2: Skriv om differentialekvationen y′′ − 2xy′ + 2ny = 0, som (e−x
2
y′)′ +

2ne−x
2
y = 0, och sätt L(y) := (e−x

2
y′)′, vilket är dess självadjungerade form. Vi f̊ar

2n
∫ ∞
−∞

HnHme
−x2

dx =
∫ ∞
−∞

2nHnHme
−x2

dx = −
∫ ∞
−∞

L(Hn)Hm dx = −
∫ ∞
−∞

(e−x
2

H ′n)′Hm dx =

∫ ∞
−∞

(e−x
2

H ′n)H ′m dx =
∫ ∞
−∞

Hn(e−x
2

H ′m)′ dx =
∫ ∞
−∞

Hn2mHme
−x2

dx = 2m
∫ ∞
−∞

HnHme
−x2

dx

Dvs m = n, eller ∫ ∞
−∞

HnHme
−x2

dx = 0.

Allts̊a ∫ ∞
−∞

e−x
2

HmHn dx dx = Cn,mδm,n.

För normen, använd partielintegration som ovan samt H ′n = 2nHn−1 samt en itertaion
till H0

Cn,n =< Hn, Hn >= 2n < Hn−1, Hn−1 >= ... = 2nn! < H0, H0 > 2nn!
√
π.

4) Ekvationen
y′′ + λy = 0

har följande lösningar:
λ = 0: y = At+B. Periodisk randdata ger A = 0. Allts̊a y = B.

λ = −a2 < 0: y = Aeat + Be−at. 2π-periodisk randdata ger y(−π) = y(π) som leder till
A = B. Vidare har vi y(2π) = y(0) pga periodicitet, som ger 2 = (e2πa+e−2πa). Detta kan
lösas enbart för a = 0. Dvs A = B = 0 och vi har ingen lösning, föutom noll-funktionen.

λ = a2 < 0: y = A cos at + B sin at. Periodisk randdata ger y(π) = y(−π), som leder
till A cos aπ + B sin aπ = A cos aπ − B sin aπ. Dvs sin aπ = 0. Detta ger a = n. Dvs
y(t) = A cosnt+B sinnt är en periodisk lösning för alla n = 1, 2, · · ·

Svar: y(t) = A cosnt+ B sinnt där n = 0, 1, 2, · · ·. (Observera att konstanta funktio-
nen f̊as d̊a n = 0).

5) Se textboken (Vretblad, sidan 185-186), eller Fouriertransformera höger-vänsterleden
i b̊ade sekvationen samt uttrycket för u, u = P ∗ f , sen lös den enkla ekvationen.

6) Använd Z-transformen. L̊at A(z) =
∑∞
n=0 anz

−n. Vi har d̊a

∞∑
n=0

an+2z
−n + 7

∞∑
n=0

an+1z
−n + 10

∞∑
n=0

anz
−n = 0.



En omskrivning leder till

z2
∞∑
n=0

anz
−n − 2z2 − 7z + 7(z

∞∑
n=0

anz
−n − 2z) + 10

∞∑
n=0

anz
−n = 0.

Dvs
z2A(z) + 7zA(z) + 10A(z) = 2z2 − 7z.

A(z) =
z(2z − 7)

(z − 2)(z − 5)
=

z

z − 2
+

z

z − 5
=
∞∑
n=0

2nz−n +
∞∑
n=0

5nz−n =
∞∑
n=0

(2n + 5n)z−n.

Allts̊a
an = 2n + 5n.

7a) Att Tf definierar en linjär avbildning fr̊an S till C är självklart.Vi ska visa att Tf är
kontinuerlig. L̊at φj → φ. D̊a gäller det att

Tf [φj − φ] =
∫
|x|<1

(|x|k + 1) log |x||φj − φ| dx+
∫
|x|>1

(|x|k + 1) log |x||φj − φ| dx = I1 + I2.

Vi har

I1 ≤
(

max
|x|<1
|φj − φ|

)∫
|x|<1

(|x|k + 1) log |x| dx ≤ C max
|x|<1
|φj − φ| dx → 0.

I2 ≤
(

max
|x|>1

(|x|k+2|φj − φ|)
)∫
|x|>1

log |x|
x2

dx ≤ C

(
max
|x|>1

(|x|k+2|φj − φ|)
)
.

Välj nu ett ε > 0, d̊a har vi att

I2 ≤ C

(
max
|x|>1

(|x|k+2|φj − φ|)
)
≤ C

(
max

1<|x|<1/ε
(|x|k+2|φj − φ|)

)
+C

(
max
|x|>1/ε

(|x|k+2|φj − φ|)
)

= I ′2+I
′′
2 .

Vi ser I ′2 <
C
εk+2 max|x|>1/ε |φj|+ |φ| och eftersom φj och φ tillhör Schwartz klassen, s̊a har

vi att |φj|+ |φ| ≤ Ck|x|−k−3, dvs I ′2 <
C
εk+2 max|x|>1/ε |φj|+ |φ| < CCkε

−1.
För I ′2 har vi

I ′2 <
C

εk+2
max

1<|x|<1/ε
|φj − φ| → 0

d̊a j →∞. I2 → 0 d̊a j →∞. Här har vi använt oss av att ϕj, ϕ tillhör Schwartz klassen.

7b) Sätt h := (g′ + 2g). Eftersom x2h = 0 s̊a gäller det att 0 = F(x2h) = −ĥ′′. Enligt
sats i boken (Sats 8.1) ĥ′ = const. och p̊a samma sätt har vi ĥ = c1ω + c0. Vidare har vi
ĥ = iωĝ + 2ĝ. Dvs

ĝ =
c1ω + c0
2 + iω

.

Detta kan inverstransformeras coh vi f̊ar

g(x) = C1δ0 + C2e
−2xH(x),

där H(x) är Heaviside funktionen, och C1, C2 godtyckliga konstanter.


