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1a) Vi utvidgar funktionen som en udda funktion 6ver hela intervallet (—m, 7). Vi skriver
dven om 2sin’ z = cos 2z — 1, och har dirmed F-cosinusserien for funktionen

1
D) + 3 cos 2x.

1b) For att fa F-sinserien maste vi ha en udda funktion éver intervallet (—m, 7). Dérfor
utvidgar vi f som en udda funtktion f(z) = —sin?x 6ver (0, 7). Fourier-sinus koefficien-
terna kan beréknas (anta n # 2)
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Man kan ocksa fa att 5 0
by = —/ sin 2z sin? zdz = 0.

mwJ—7
Darmed ar b, = 0 for jamna tal n, och

> 1
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m

F(zx):= cos((2m + 1)z).

2) Vi kan skriva om integralen med variabelsubstitution och vi far
1 nsi 1/n g
[ g gy = [0
-1 Yy -1/n X

Lat U,(x) = n(1 — |nz|)? pa inervallet (—1/n,1/n) och U, = 0 for vrigt.
De tre villkoren for positiva karnor ar U,, > 0, [0 U, = 1, samt

lim U,=0, Y§>0.

=0 Ji<|s|<a

Berékning ger att tva av dessa dr uppfyllda men [ U, = 2/3. Dérfor ar funktionen
K, = 3U,/2 en positiv kdrna. Saledes géller det att

1/n 1/n

lim Un(z) f(z)dr = (2/3) lim ! K,(z)f(z)de =2f(0)/3 = 2/3,

n—ooJ_1/n n—ooJ-1/n
da f(x) =sinx/z, och f(0) = 1.
3) Metod 1: Anviind Rodrigues formel: H, = (—1)"e*”D"e~*", och partielintegration
/ HyHpe ™ dr = (—1)" / D™(e ) Hy da = (—1)"! / DN e ) HY, dr

Nu kan vi anvénda H] = 2mH,,_; och far

/ H, H, e ™ dr = 2m(—1)”_1/ D"_l(e_"”z)Hm_l do = 2m/ H, H, e dr.



Lat nu n > m och iterera detta m-ganger

2

/ Hnl-lme_x2 dx = Qmm!/ I-In_m[-]oe_“:2 dx = Qmm!/ H, e dr=

2

2l (—1)" / T prm(e da = 0,

—00
Om n = m sa blir detta

/ H,H,e ™ dz = 2”n!(—1)”_”/ D" (e ") dx = 2”n!/ e dx = 2"nly/T.

— 00

Metod 2: Skriv om differentialekvationen y” — 2xy/ + 2ny = 0, som (e *y/) +
2ne"y = 0, och sitt L(y) :== (e‘”’Qy’)’, vilket ar dess sjalvadjungerade form. Vi far

2 / Y HyHye ™ do = / Y nH, Hype ™ dr — — / ¥ L(H,)H,, do — — / S e H Y H,, dr =

/ (e *"H')H! du :/ Hy(e ™ H' ) dv = / H,2mH,e™ do = Qm/ H,Hye ™ d
Dvs m = n, eller
/ HnHme_z2 dx = 0.

Alltsa
/ e_$2HmHn dz dx = Cy 10 -

For normen, anvand partielintegration som ovan samt H/, = 2nH,,_; samt en itertaion
till Hy

Cpn=<H,, H,>=2n< H, 1,H, 1 >= ... = 2"n! < Hy, Hy > 2"n!\/T.

4) Ekvationen
v+ Ay =0

har foljande losningar:
A =0: y= At + B. Periodisk randdata ger A = 0. Alltsa y = B.

A= —a? < 0: y= Ae™ + Be . 2r-periodisk randdata ger y(—n) = y(m) som leder till
A = B. Vidare har vi y(27) = y(0) pga periodicitet, som ger 2 = (e?™+¢~2™). Detta kan
l6sas enbart for a = 0. Dvs A = B = 0 och vi har ingen 16sning, foutom noll-funktionen.

A=a? < 0: y= Acosat + Bsinat. Periodisk randdata ger y(m) = y(—=), som leder
till Acosar + Bsinar = Acosar — Bsinan. Dvs sinar = 0. Detta ger a = n. Dvs
y(t) = Acosnt + Bsinnt ar en periodisk 16sning for allan = 1,2, - --

Svar: y(t) = Acosnt + Bsinnt dar n =0,1,2,---. (Observera att konstanta funktio-
nen fas da n = 0).

5) Se textboken (Vretblad, sidan 185-186), eller Fouriertransformera hoger-vansterleden
i bade sekvationen samt uttrycket for u, u = P * f, sen 10s den enkla ekvationen.

6) Anvind Z-transformen. Lat A(z) = >0, a,z~ ™. Vi har da

Z Gpaoz "+ 7 Z ani12” "+ 10 Z anz " =0.
n=0 n=0

n=0



En omskrivning leder till

22 Z anz " —22% — Tz + (2 Z an,z " —22)+ 10 Z anz " =0.

n=0 n=0
Dvs
2 A(z) + 72A(z) + 10A(z) =222 — 7z
_ 2(22_7) _ Z n—n n—n_oo n ny .—
Alltsa

a, = 2" + 5",

Ta) Att Ty definierar en linjar avbildning fran S till C &r sjilvklart.Vi ska visa att Ty &r
kontinuerlig. Lat ¢; — ¢. Da galler det att

Tylo; - ¢ = |

lx‘<1(!93|k +1)log|z|g; — | dz+ /x|>1(|x|k +1)log |z||¢; — ¢| dz = I + I».

Vi har

L < (max|gz5j — gb|> / (J|" + 1) log|z| dz < Cmax|p; — ¢| dv  — 0.
|z|<1 lz|<1 lz|<1

1
I, < (max(]x|k+2|¢j - ¢|)> /|m|>1 o8 |21 de < C (ﬁlléi}lcﬂmlkﬁwj - ¢|)> :

|z[>1 x?

Vilj nu ett € > 0, da har vi att

1 < € (max(el16, - o)) < € (s (1 %0; = o))+ (ma ol - o)) = 11

1<|z|<1/e

Vi ser Ij < 555 max|y>1/e |¢;] + 4] och eftersom ¢; och ¢ tillhor Schwartz klassen, sa har
vi att |¢j| + |¢] < Chlz|™73, dvs I} < o& maxz>1/¢ |9)] + |¢] < CCre™
For 1) har vi

C
I < max |¢; —¢| — 0

eht2 1<\x|<1/

daj — oo. Iy — 0da j — oo. Har har vi anvant oss av att ¢;, ¢ tillhor Schwartz klassen.

7b) Sétt h := (¢’ + 2g). Eftersom z*h = 0 sa géller det att 0 = F(2°h) = —h". Enligt
sats i boken (Sats 8.1) W = const. och pa samma sétt har vi h = cw + ¢o. Vidare har vi

h= wqg+2g. Dvs
. Cw+tc

2+iw
Detta kan inverstransformeras coh vi far

g(x) = C16g + Coe™* H(x),

dér H(z) &r Heaviside funktionen, och Cy, Cy godtyckliga konstanter.



