Tentamen, Differentialekvationer och transformer
I1, del 2, for CTFYS2 och CMEDT3, SF1629,
losningsforslag

Uppgift 1 (5 poang). Svar:

i. Sant.
ii. Falskt.
iii. Sant.
iv. Sant.
v. Sant.
vi. Falskt.
vii. Sant.
viii. Sant.
ix. Sant.

x. Sant.

Uppgift 2 (5 poang). Lat

sint t>mw
y(t)_{o t<7ri

Berdkna 3’ och y” (i distributionsmening), samt y”’ + y. Forenkla uttrycken sa
langt som mojligt.

Losning. Vi kan skriva
y(t) = H(t — 7)sint,

varav
y'(t) = 0(t — m)sint + H(t — w)cost = H(t — ) cost,

eftersom sin7 = 0. Vidare har vi
y'(t) =6(t —m)cost — H(t — m)sint = —§(t — ) — H(t — ) sint.

Vi far alltsa svar:

y'(t) = H(t—m)cost,
"ty = —6(t—m) — H(t—m)sint,
y'(t) +yt) = —6(t—m).



Uppgift 3 (5 podng). a. Lat f vara den 2m-periodiska funktion sadan att
f(t) = |t| +sint for —7 < ¢ < 7. Berdkna f:s reella fourierserie.

Losning. Eftersom sint &r sin egna fourierserieutveckling racker det att fouri-
erserieutveckla |t|; lat oss kalla motsvarande reella fourierseriekoefficienter for
ap, och b,. Eftersom |¢| &r en jdmn funktion har vi b, = 0 och

2 (7 2 2 T 2
an, = / tcosntdt = —[tsinnt]j — — / sinntdt = ——[cos nt]g
7 Jo nm nr /o n?m

for n # 0. Fér n = 0 har vi

ag = T.

Svar:

— 2
g +sint + ; ﬂ[(fl)” — 1] cos nt.

b. For vilka ¢ ar fourierserien konvergent? Till vad konvergerar fourierserien

(nér den ar konvergent)?

Losning. Eftersom funktionen ar 2m-periodisk, kontinuerlig och har generalis-
erade hoger- och vansterderivator i varje punkt sa konvergerar fourierserien for
alla t till f(t) (se Sats 4.5 i boken). Vi far alltsa svar: fourierserien konvergerar
for alla ¢ till f(t).

c. Ar serien likformigt konvergent (motivera ditt svar)?

Losning. Notera att fourierserien kan skrivas

> ha(t),
n=0

dar

4
ho =m/2, hy=sint— —cost, h,(t)=-—5=[(—1)" —1]cosnt
T

for n > 2. Om vi later

4 4
Mo=r/2, My=1+4—, M,=——
0 =m/2 ! 72’ n2m

for n > 2 sa géller det att |h,(t)] < M, for alla heltal n > 0. Vidare har vi att

o0
Z M, < oo.
n=0

Om vi kombinerar dessa observationer med Weierstrass M-test sa far vi slutsat-
sen att fourierserien konvergerar likformigt.



Uppgift 4 (5 poiang). Finn 16sningen till ekvationen Au = 0 i omradet
D = {(z,y) € R?: 22 4+ y* < 1} som uppfyller randvillkoren u(z,y) = 1 +z +y?
for 22 +y? = 1. OBS: Lésningen skall anges som en funktion av = och y.

Losning. Losningen kan skrivas pa formen
a o0
30 + Zl(anr" cosnb + b,r" sinnb).
n=

Vad vi behover gora dr foljdaktligen att anpassa randvillkoren. Pa randen ges
funktionen av 1 + z + y2. Eftersom = = cosd och y = sin @ pa randen sa far vi

1 1 3 1
1+1’+y2:1+C089+Sin29:1+COS€+§7§COS29:§+00807§C0829.

Foljdaktligen ar ag = 3, a1 = 1, as = —1/2 (och 6vriga koefficienter &r noll).
Losningen ges alltsa av
3 L o _3 L oo 9 2.2 _ 9 Lo 9
2+rcos€ 5" cos 20 = 2+rcost9 2(r cos” f—r“sin®6) = 2+:1: 2(x y).
Svar:

3 1

5 +x— 5(.’172 —y2)

Uppgift 5 (5 podng). a. Berdkna Z-transformen av talféljden {a,}3, om
ap =1, a; =0 och
p+t2 + 3an+1 + 2a, =0,

n=0,1,2,....
Losning: Om vi Z-transformerar ekvationen sa far vi

22 A(2) — 2%ag — zay + 3(2A(2) — zag) + 2A(z) = 0,

dér A(z) betecknar Z-transformen av talfdljden {a,}52,. Eftersom ag = 1 och
a1 = 1 kan denna ekvation skrivas

(22 +32+2)A(2) = 22 + 3z.

Vi far svar:
22+ 32

Alz) = ———.

(2) 22 +32+2

b. Berdkna {a,}52.

Losning: Enligt ovan har vi

22+ 3z z+3 ( 2 1 ) 2z z
=z =

A = = — — _ .
(2) 2243z +2 Z(z+1)(z+2) z+1 z+2 z4+1 z+42

Detta ger svar:
an =2(-1)" = (=2)"



for heltal n > 0.

Uppgift 6 (5 poiang). a. Antagatt y(t) = e ' H(t) och att z(t) = e'(1—-H(t)),

dér
1 t>0,
H“*‘{o t<0

ar Heavisidefunktionen. Berdkna faltningen x x y (resultatet skall ges som en
explicit funktion av ¢ som inte inbegriper nagra integraler). Faltningen ges hér
av

e = [ ale=s)us)is.

—o0

Lo6sning: Fouriertransformen av x * y ges av Zf. Men
0 4 1

Z(w) = / e—iltgp — ——

PN 1—w

och
1

1+iw’

o0
0
Foljdaktligen ges fouriertransformen av x % y av

1 1
14+w?2 21402

Vi far alltsa svar:

b. Ett idealt lagpassfilter fungerar sa att det slapper igenom alla vinkelfrekvenser
under en viss brytvinkelfrekvens och blockerar alla 6vriga vinkelfrekvenser. An-
tag nu att brytvinkelfrekvensen &r 1. Om man skickar en insignal, sig ¥in,
genom ett sadant lagpassfilter, sa blir utsignalen, bendmnd ¥, den inversa
fouriertransformen av funktionen Yy, dar Yy, ges av

Yir(w) = [H(w +1) = H(w = 1)]gin(w),

och i, &r fouriertransformen av y;, (H betecknar har Heavisidefunktionen).
Givet att ¥, = e *H(t), vad blir den relativa energiférlusten, d.v.s., vad blir

ffooo |yin‘2dt - ffooo Iyut|2dt7
ffooo |yin|2dt

Losning: Berikna, till att borja med,

oo o0 1
/ |yin|2dt = / e dt = .
—o0 0 2



Via Plancherels formel har vi dven att

o0 1 o0 R
/ |yut|2dt = %/ |yut(w)‘2dw-

Jur(w) = [H(w +1) = H(w = D]jn(w) = [H(w + 1) = H(w - 1)]

Vidare ar

1
1+iw’

Genom att kombinera dessa likheter far vi att

1t 1 17 1
w|7dt = ——dw = t L =——==C,
/_ et = 5 / [Tt = g lrctanc]y = 55 =7
Svar: 1/2.
Uppgift 7 (5 poiang). a. Los

U + 2U = Ugy, O<ax<l, t>0,
u(0,t) = u(l,¢) =0, t>0,
u(;v,O) = f(.%‘),

dar -
=3 — sin(na)

Losning: Sok, till att borja med, 16sningar pa produktform:

T(t)X ()
Ekvationen ger
T/ X// )\
49— __
T + X ’

déar A ar en konstant. Detta ger en ekvation for X och en for T'. Ekvationen for
X ar

X"+ XX =0.
Eftersom vi dven har randvillkoren X (0) = X (1) = 0 sa far vi 16sningar

X, = sin(nrx).
Motsvarande T:n uppfyller

T = —[2+ (nm)?|T.

Vi far alltsa 16sningarna

2+ (nw)?t

Un(2,t) = e sin(nmzx).



Eftersom ekvationen ar linjar och homogen och randvillkoren &r homogena sa
ar

t) = Z by e [2H ()l sin(nmx)

en 16sning till ekvationen som uppfyller randvillkoren. Eftersom vi vill ha

u(z,0) :i% n(nmz)

far vi svar

- L
Z — e~ [2H(nm)’e sin(nmx).
—n?

b. Fixera tg > 0 och lat v(z) = u(x,tp) for 0 < < 7. Hur manga ganger
kontinuerligt deriverbar &r funktionen v (motivera ditt svar val)?
Lo6sning: Lat

1

wy(T) = ﬁe*[ﬂ(mf]tﬂ sin(nmx).

Observera att om 0 < m ar ett heltal, sa har vi uppskattningen

|w£Lm)( )| < gMpme 2 —[2+(mr)]

Eftersom
Zﬂ_m m—2 —2+(n7r) Tto < 00

sa ger Welierstrass M—test slutsatsen att

> iy
n=1

konvergerar likformigt for alla icke-negativa heltal m. Foljdaktligen ar v m
ganger kontinuerligt deriverbar for alla icke-negativa heltal m. Svar: v &r
odndligt manga ganger kontinuerligt deriverbar.

Uppgift 8 (6 poiang). Lat = vara en komplexvérd funktion (signal) pa ett
intervall [a,b] ddr a < b ar reella tal. Lat tp < t; < --- < t, vara reella tal
sadana att tg = a och t,, = b, dar n > 2 &r ett heltal. Lat

a a<t<t,
(6%)] tl <t S tQ,
xapprox(t) = . .

Qp tho1 <t <y,

dar aq,...,q, ar komplexa tal. Hur skall a,...,a, viljas sa att energin av
felet, d.v.s.

b
/ [5(£) — approx (t) 2,



blir sa liten som mojligt?

Losning: Lat

1 a<t<ty,
¢1 (t) = { 0 t ¢ [a,tﬂl,

1t <t<to,
¢2(t) = { 0 tl (tl,tzi

1 thq <t<tn,

(z)n(t) = { 0 ¢ ¢ (tn—latn]~

Definiera &ven en inre produkt (f,g) via

Uﬂ)Z/‘ﬂﬂaﬂﬁ.

Da ar ¢q,..., ¢, en ortogonal uppsattning vektorer med avseende pa denna inre
produkt. Vidare kan zapprox skrivas

n
Lapprox — E ak¢k~
k=1

For att minimera energin av felet skall vi vélja ai sa att Zapprox blir den or-
togonala projektionen av z pa det delrum som spénns upp av ¢1, ..., ¢,. Med
andra skall vi valja

<x7¢k> 1 /tk
P ok on) te—tea i, ®)
Svar:
1 b
ap = 7/ x(t)dt,
e —th—1 Jop
k=1,...,n



