Tentamen, Differentialekvationer och transformer
I1, del 2, for CTFYS2 och CMEDT3, SF1629, den

17 december 2010, kl. 8:00-13:00

Hjalpmedel: Det enda tillatna hjalpmedlet vid tentamen &r formelsamlingen
BETA, Mathematics handbook. Minirdknare dr ej tillaten.

Betyg: 19 poing (inklusive bonus) ger garanterat betyg E, 24 poéng ger garan-
terat betyg D, 28 poang ger garanterat betyg C, 31 podng ger garanterat betyg
B, 37 podng ger garanterat betyg A. 17 podng ger garanterat betyget Fx som
berattigar till en kompletterande tentamen.

OBS: For full podng krivs en fullstdndig motivering (med undantag f6r den
forsta uppgiften).

Examinator: Hans Ringstrom.

Uppgift 1 (5 poéng). Ar féljande pastienden sanna eller falska (svaren skall
i detta problem anges utan motivering och pa formen sant eller falskt):
i. Lat f(t) = |sint|. Da &r f en jamn funktion pa R.

ii. Lat f(t) =sin®t och an, n =0,1,..., och by, n = 1,2,..., vara de reella
fourierkoefficienterna associerade med f. D4 &r antalet fourierkoefficienter
som &r skilda fran noll oandligt.

iii. Summan

o0
E ,L-n

n=0

ar Cesarosummerbar och

> i+1
)= 1).
ngoz 5 (C,1)

iv. Lat A,, n=1,2,...,0och B,, n=1,2,..., vara definierade av

n—1/2, |s| <1/(2n),
An(s) = { 0, s| > 1/(2n)
och

[ 1/n%  |s| <n/4,
Bu(s) = { 0, |s|>n/4.
Lat, slutligen, K,,, n =1,2,..., vara definierad av K,, = A, + B,,. Da &r
K,,n=1,2,..., en positiv summationskirna pa R.
v. Foljande likhet géller:
1

lim [ (14 %)e” sinnt dt = 0.

n— o0 0



vi. Om f &r en 27-periodisk funktion sadan att f(¢) =t for —m < ¢t < 7 sa
ar f(7Tr/2) =7n/2.

vii. Foljande likhet géller

S L - () sin(nt) = 3 ﬁ sin[(2k + 1)1).
n=1 =

n2
k=0

viii. Om f &r en 27-periodisk funktion och g(t) = f(2t) s& &r g en m-periodisk
funktion.

ix. w ar en losning till

Uge = U, O0< <1, t>0;
u(0,t) =0, w(l,t)=1, t>0;
u(z,0) = f(z), 0<z<1

om och endast om w, definierad av w(z,t) = u(x,t) — x, ir en 16sning till

Wee =W, O0<2x <1, t>0;
w(0,t) =0, w(l,t)=0, t>0;
w(z,0) = f(zr)—z, 0<z<lL.

x. Lat V = L*(I), dir I = [0, 1], med inre produkt

1
(f.g) = /0 F@)g(@)de.

Lat D besta av de funktioner u i C*(I) sadana att u(0) = u(1) = 0. Lat,
slutligen, for u € Dy,
(Au)(z) = iu'(z).

Da ar A en symmetrisk operator.

Uppgift 2 (5 poang). Lat

sint t>w
y(t)z{ :

0 t <.
Berdkna 3’ och y” (i distributionsmening), samt y” + y. Forenkla uttrycken sa
langt som mojligt.

Uppgift 3 (5 podng). a. Lat f vara den 2w-periodiska funktion sadan att
f(t) = |t| +sint for —m < ¢ < 7. Berékna f:s reella fourierserie.

b. For vilka t ar fourierserien konvergent? Till vad konvergerar fourierserien
(nér den &r konvergent)?

c. Ar serien likformigt konvergent (motivera ditt svar)?



Uppgift 4 (5 poiang). Finn 16sningen till ekvationen Au = 0 i omradet
D = {(z,y) € R?: 22 4+ y* < 1} som uppfyller randvillkoren u(z,y) = 1 +z +y?
for 22 +y? = 1. OBS: Lésningen skall anges som en funktion av = och y.

Uppgift 5 (5 podng). a. Berdkna Z-transformen av talféljden {a,}32, om
ag =1, a1 =0 och
p+t2 + 3an+1 + 2a, =0,

n=0,1,2,....
b. Berdkna {a,}2,.

Uppgift 6 (5 podng). a. Antagatt y(t) = e 'H(t) och att z(t) = e!(1—-H(t)),
dar
1 t>0,

H(t):{ 0 t<0

ar Heavisidefunktionen. Berdkna faltningen x x y (resultatet skall ges som en
explicit funktion av ¢ som inte inbegriper nagra integraler). Faltningen ges hér
av -
(xxy)(t) = / x(t — s)y(s)ds.

—00
b. Ett idealt lagpassfilter fungerar sa att det sldpper igenom alla vinkelfrekvenser
under en viss brytvinkelfrekvens och blockerar alla 6vriga vinkelfrekvenser. An-
tag nu att brytvinkelfrekvensen dr 1. Om man skickar en insignal, sig iy,
genom ett sadant lagpassfilter, sa blir utsignalen, bendmnd g, den inversa
fouriertransformen av funktionen Yy, dar Yy ges av

Yao(w) = [H +1) — Hw — Dljin(w),

och i, &r fouriertransformen av y;, (H betecknar hir Heavisidefunktionen).
Givet att 4, = e tH(t), vad blir den relativa energiférlusten, d.v.s., vad blir

ffooo |yin‘2dt - ffooo Iyutlzdt?

fjooo |yin|2dt
Uppgift 7 (5 poiang). a. Los
U + 2U = Ugy, O<z<l1, t>0,
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0,
u(xv O) = f(x)»

dar

f(z) = Z % sin(nmzx).
n=1

b. Fixera tg > 0 och lat v(z) = u(z,tp) for 0 < = < m. Hur manga ganger
kontinuerligt deriverbar &r funktionen v (motivera ditt svar val)?

Var god véand!



Uppgift 8 (6 podng). Lat z vara en komplexvird funktion (signal) pa ett
intervall [a,b] ddr a < b &r reella tal. Lat o < ¢t < --- < &, vara reella tal
sadana att tg = a och t,, = b, dar n > 2 ar ett heltal. Lat

a1 a S t é tl,
Qa9 t1 <t < 1o,
xapprox(t) = .

Qp, tn—l <t S tna

dar aq,...,q, ar komplexa tal. Hur skall a4, ..., «a, viljas sa att energin av
felet, d.v.s.

b
/ 15(£) = Tapprox(t) 2,

blir sa liten som mgjligt?



