Losningsforslag, Tentamen, Differentialekvationer
och transformer II, del 2, for CTFYS2 och CMEDT3,
SF1629, den 9 juni 2011, kl. 8:00-13:00

Uppgift 1(av 8) (5 poang). Svar:

i. sant,
ii. falskt,
iii. falskt,
iv. sant,
v. sant,
vi. sant,
vii. falskt,
viii. sant,
ix. sant,

X. sant.

Uppgift 2(av 8) (5 podng). Finn polynomet p(z) av grad hogst 1 som
minimerar vardet av integralen

/ |22 — p(z)|*e™“dz.

0

Losningsforslag: For att passa ihop fragestillningen med den allméinna L?—
teorin ar det av intresse att observera att om vi introducerar den inre produkten

(frg) = / " f@)a@eds

och later h(x) = 22, sa kan vi skriva

oo
|12 = plo)emdo = n - pl?,
0

dar

IFIl= £, )2,
I jamforelse med den allménna teorin ges alltsa det relevanta komplexa vektor-
rummet av V = L2(I,w), dir I = (0,00) och w(x) = e~®. Lat W beteckna
delrummet till V' som bestar av polynom av grad hogst 1. Da ger den allménna



teorin slutsatsen att p dr den ortogonala projektionen av h pa W. A andra
sidan vet vi (t.ex. via boken) att en ortonormal bas for W ges av de tva forsta
Laguerrepolynomen: Lg(z) =1 och Li(z) = 1 — z. Foljdaktligen ges p av

p(x) = (h, Lo)Lo(z) + (h, L1) L1 (z).

o0
/ z"e *dx = n!
0

(h, Ly) = / r?e ™ dr = 2!
0

Eftersom
(enligt boken) far vi

samt

(hy L) = / 22(1 — 2)edz = 21— 31 = —4.
0
Féljdaktligen far vi
plr) =2—-4(1 —z) = -2+ 4.

Svar:
p(z) = -2+ 4.

Uppgift 3(av 8) (5 poing). a. Lat f vara den udda 2r—periodiska funktion
som ges av f(t) =1+t for 0 <t < 7. Berdkna f:s reella fourierserie.

Losningsforslag: Eftersom f dr udda behover vi enbart berdkna

b =2 [ sarsintunia = 2 [ (14 0ysin(aya
:% {711(1 +1) COS(”t)]O + % /07r cos(nt)dt = %[1 — (1)1 + )]

Svar:

3 %[1 ~(~1)"(1 + m)] sin(nt).

b. For vilka t ar fourierserien konvergent? Till vad konvergerar fourierserien
(nér den &r konvergent)?

Losningsforslag: Eftersom f ar 2n—periodisk och har vénster— och hogergransvéirden
i varje punkt samt generaliserade vénster— och hogerderivator i varje punkt sa
konvergerar serien i t = tg till

S (to+) + F(0-)]; 1)

se Sats 4.5 i boken. Eftersom f &r kontinuerlig i o om %y inte &r en heltals-
multipel av 7w och eftersom (1) & 0 om t¢o dr en heltalsmultipel av 7 sa far



vi svar: Fourierserien konvergerar for alla . Om ¢ inte ar en heltalsmultipel
av 7 konvergerar fourierserien till f(¢) och om ¢ &r en heltalsmultipel av 7 sa
konvergerar fourierserien till 0.

c. Ar serien likformigt konvergent (motivera ditt svar)?

Losningsforslag: Om serien vore likformigt konvergent sa skulle den konverg-
era till en kontinuerlig funktion. Enligt b-delen vet vi att den inte konvergerar
till en kontinuerlig funktion, varav vi far svar: Nej.

Uppgift 4(av 8) (5 poang). Losningen till begynnelsevirdesproblemet

Up = Ugy t>0, xE(—O0,00),
u(@,0) = f(z) & (~o0,00)

ges av

u(x,t) =

1 L,
- / V0 f o — y)dy

for t > 0, x € (—o0,00) (forutsatt att f &r en integrerbar funktion). Givet att
flz) = e @D L em(@tD)?

berdkna u(x,t) for t > 0, x € (—o0,00) (svaret far varken innehalla integraler
eller faltningar).

Loésningsforslag: For ¢t > 0 ges u(z,t) (enligt problemformuleringen) av falt-
ningen mellan

L a0 gy e D2 )

vAart
Det &r praktiskt att berdkna denna faltning genom att fouriertransformera bada
dessa funktioner. Funktionen u kan sedan beréknas genom att inverstrans-
formera produkten av fouriertransformerna. Enligt BETA (alternativt boken)
kan man berdkna att fouriertransformen av

1 22/

Vamt
(dér ¢ > 0 skall betraktas som fixt) ges av

et

z —w?/4

2 o . . .
ges, & andra sidan, av /e . Om vi anvander

. o o . . — — 2
oss av BETA igen, sa far vi att fouriertransformen av e~ (*=1" ges av

Fouriertransformen av e~

671.“]\/%67“]2/4.
. 2
Analogt ges fouriertransformen av e~(*+1)" ay

; 2
€lwﬁ€ w /4.



Fouriertransformen av u ges foljdaktligen (for ett fixt ¢ > 0) av
e—w2t(e—iwﬁe—w2/4+€iwﬁe—w2/4) _ ﬁe—w2(t+1/4)(eiw+e—iw)'

Enligt vad vi redan har sagt foljer att inverstransformen av e~w (t+1/4) ges av

L e
4m(t+1/4)
Eftersom en faktorer av pa formen e*™ enbart svarar mot en forskjutning far
vi
u(z,t) =v/m ;e—(w—l)z/(‘ltﬂ) + ;e—(z-&-lf/(u-&-l)
dr(t +1/4) 4dm(t +1/4)
1 2 2
= —(2=1)%/(4t+1) 4 o—(z+1)%/(4t+1)y
VAt +1 (e € )
Svar:

1
Vit +1

Uppgift 5(av 8) (5 poang). Los ekvationssystemet

u(z,t) = (e—(ﬂﬂ—l)Q/(4t+1) + e—(w+1)2/(4t+1)).

ap+1 = ap+ bp + 1,
bpr1 = —2a,+4b,
for alla heltal n > 0, givet att ag = bg =0

Losningsforslag: Z-transformering av ekvationssystemet ger

2A(Z) = AR+ B+

2B(z) = —2A(z2)+4B(z),

dér A(z) betecknar Z—transformen av a,, och B(z) betecknar Z—transformen av
b,. Pa matrisform ges detta system av

(20 20 - (%),
(50))=m=s7s (2 200 (F):

Eftersom 22 — 5z + 6 = (2 — 2)(z — 3) far vi (via en partialbraksuppdelning)

B z(z—4) _ 3 =z z 1 =
A(z)_(2—1)(z—2)(z—3)__52—1+22—2_§z—3'

varav

Analogt far man




Inverstransformering ger svar:

3 1
n=—>=+2-2"—-=-.3" b, =-1+4+2-2"-3"
a 2—|— 5 +

for alla heltal n > 0.

Uppgift 6(av 8) (5 poang). a. Berdkna losningen till begynnelsevérdesproblemet

Upy = %Uth O<z<m, te (—00,00),
u(0,t) = u(m,t) =0, te€ (—o0,00),
u(z,0) = f(x), 0<z<m,
ug(2,0) =0, O<z<m,

dar

Z T+ ) 5 sin(nz).
n

Losningsforslag: Lat oss borja med att finna 16sningar pa produktform:
U(z,t) = X (z)T'(t).

Ekvationen ger da

X'T = 1XT”
1 .
Om vi delar med X T far vi
X// T//
X AT

Eftersom véansterledet enbart beror av x och hogerledet enbart beror av ¢ maste
bada sidor vara konstanta. Kalla konstanten —\. Detta ger de tva ekvationerna

X"+ 20X =
T" +4\T

0, (2)
0. (3)

Kombinationen av randvillkoren X (0) = X (7) = 0 och ekvationen (2) &r bekant
fran boken, och vi far 16sningarna

X, (z) = sin(nz)

for n = 1,2,.... Motsvarande A\—viirden ges av )\, = nZ.

16sningen till (3) med \,, = n? ges av

Den allménna
T,.(t) = A, sin (2nt) + B,, cos (2nt) .
Via superpositionsprincipen ar féljdaktligen

Z nsin (2nt) + By, cos (2nt)] sin(na)

n=1



en 16sning till ekvationen som uppfyller randvillkoren. Det aterstar att vélja A,
och B, sa att begynnelsevillkoren &ar uppfyllda. Observera att

u(z,0) = Z B, sin(nz).
n=1

Eftersom u(x,0) = f(x) (med f som ovan) maste vi alltsa ha

1

B, =——=.
(1+n2)

Observera att -
u(z,0) = Z 2n A, sin(nz).
n=1

Eftersom vi vill ha us(z,0) = 0 maste vi foljdaktligen vilja A,, = 0. Svar:
u(z,t) = i _ cos (2nt) sin(nx)
7 n=1 (1 + TL2)2

b. Lat tg € (—00,00) och v(x) = u(w,tg), dér u dr 1osningen till problemet i
a-delen. Ar v kontinuerlig pa (0,7)? Ar v kontinuerligt deriverbar pa (0,7)?
Ar v tva ganger kontinuerligt deriverbar pa (0,7)?

Losningsforslag: Fixera to. Lat v(z) = u(x,tg) och

fu(z) =

e cos (2nto) sin(nx).

Observera att - - -
S @), Do @), Y @)
n=1 n=1 n=1

alla konvergerar likformigt; detta &r en konsekvens av Weierstrass M —test, ty

1 n n?
)| < —m5=, '(2)| € —=—, "(z)] € ———.
520 < e @) S e @IS
Enligt extramaterialet om punktvis och likformig konvergens far vi darmed slut-
satsen att v dr tva ganger kontinuerligt deriverbar. Svar: svaret pa alla tre
fragorna &r ja.

Uppgift 7(av 8) (5 poiang). Finn en kontinuerlig funktion u sadan att
| utieno + ot = o)

for alla tva ganger kontinuerligt deriverbara funktioner ¢ med kompakt stod (en
funktion ¢ sidgs ha kompakt stéd om det finns ett tal R sadant att ¢(t) = 0 for
t| > R).



Losningsforslag: Observera att om vi definierar distributionen ug via
o0
wilel = [ ult)otoy
—o0

for kontinuerliga funktioner med kompakt stod, sa kan vansterledet till ekvatio-
nen skrivas

(ug + ua)[d]-
Vidare kan hogerledet skrivas

/ o(t — 1)o(t)dt.
Med andra ord kan ekvationen skrivas
uly +ug =6(t —1).

Lat oss berdkna en 16sning till denna ekvation med hjalp av Laplacetransformen.
Eftersom vi enbart behover en 16sning kan vi anta att initialdata for ug &r noll.
Om vi betecknar Laplacetransformen av ug med Uy far vi da ekvationen

S2Ud(8) +Uq(s) =€ %,

varav
—s

Ua(s) = ;ﬁ
Om vi inverstransformerar denna funktion far vi
sin(t — 1)H(t — 1).
Det verkar alltsa rimligt att vélja
u(t) =sin(t — 1)H(t — 1).

Det aterstar att verifiera att denna funktion uppfyller den ursprungliga ekva-
tionen. Lat oss berdkna

/ T u()e (Bt = /1  sin(t — 16" (t)dt

— 00

=[sin(t — 1)¢'(1)]5° — /OO cos(t — 1)¢'(t)dt
1

= — [cos(t — Do ()] — /1 sin(t — 1) (t)dt

o) [ utotoar

— 00

Genom att flytta over den andra termen i hogerledet till vanstersidan ser vi att
u ar en 16sning till den ursprungliga ekvationen. Svar:

u(t) =sin(t — 1)H(t — 1).



Uppgift 8(av 8) (6 poing). a. Ett RC-lagpassfilter karakteriseras av en
svarsfunktion h, vars fouriertransform ges av

A 1
hw) = 1+ iwRC’

dér R ar resistansen och C' ar kapacitansen i kretsen. Om =z, &r insignalen
till lagpassfiltret sa ges utsignalen av xy, = h * xjy,, dir fourierfaltningen &r
definierad av -
(zxy)(t) = / z(t — s)y(s)ds.
—0o0

Antag nu att RC = 1 och att insignalen ges av

va(t) = el —a<t<O,
N1 0 for ovrigt,

dér a > 0. Berikna utsignalen y, = h * x, (resultatet skall ges som en explicit
funktion av ¢ som inte innehaller nagra integraler).

Losningsforslag: Det ar praktiskt att berdkna faltningen med hjalp av fouri-
ertransformen. Lat &, och ¢, beteckna fouriertransformen av x, respektive y,.

Vi har
00 ) 0 ] 1 ‘ 0
Zo(w) :/ e_“’-’tma(t)dt _ / et—iwt gy — [e(l—zw)t]

oo —a 1—dw
1 )
— 1— (iw—1)a )
w7 )

Foljdaktligen far vi

1

— T — (1 _ e(iwfl)a).

Ja(w) = h(w)ia(w)

Med hjéalp av t.ex. BETA kan detta uttryck inverstransformeras, och vi far
svar: . )
ya(t) = 56_‘” — §e—|t+a\—a.

b. Signalen z, i a—delen kan ses som en approximation till

a:(t):{ e t<0,

0 t>0
(signalen z, kan tolkas s& att man kopplar in spdnningen vid ¢t = —a istéllet for
vid t = —00). Lat y vara utsignalen svarande mot x, d.v.s., y = h * 2. Vad blir

energin av differensen y — y, som funktion av a; d.v.s., vad blir

/ ) - walt) Pt

— 00



Losningsforslag: Analogt med ovanstaende kan man i detta fall berdkna att

1 1 1
U = ) t - = 7|t|
9(w) L y(t) = e

Bw) =155

Foljdaktligen blir den eftersokta integralen

/’wm—%mwhj/ EW“H%hjfh/ o2l gt

:le—Qa /O0 e—2tdt — 16—20, |:—16_2t:| - — 16—2(1.
0 2 4

Svar:

c. Hur skall a véljas for att vi skall fa

S ) w0 Pd 1
(SO

Anmdrkning: Likheten (4) motsvarar kriteriet att det relativa felet i utenergin
skall vara 10%.

Losningsforslag: Lat oss borja med att berdkna

2y, 1 T —2gy L
[m ly(t)|=dt 4[me dt 2/0 e “'dt R

Givet svaret i b—delen blir den relevanta ekvationen foljdaktligen

(4)

1
—2a .
T
varav
—2a = —1In10.
Svar:
11 10
a= —=1n10.
2



