Institutionen for Matematik, KTH

TENTAMENSSKRIVNING
SF1629 Del 2, 2012-12-11, k1. 14:00-19:00

Hjilpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

Tentamen bestar av 2 delar: Del A som ger enbart godkind, samt Del B for hégre betyg.

Del A: Bestdar av 5 uppgifter, d 3 poing. For betyg Godkind (=E) krdvs det att studenten har minst 11 poding
fran Del A.

Del B: bestar av 4 uppgifter, ddir varje uppgift har 5 poing (total 20). Dessutom maste man ha godkdind pa A
delen av skrivningen. Godkand projekt ersdtter sista uppgiften och ger maximalt 7 podng.

Redan godkdnda inlimningsuppgifter/KS ersdtter uppgifterna pa A delen enligt:
Godkind Inldmningsuppgift I ersdtter uppgift 1 pa tentamen,

Godkind Kontrollskrivning ersdtter uppgift 2 pa tentamen,

Godkind Inldmningsuppgift 11 ersdtter uppgift 8 pa tentamen.

Betygskala:

A= minst 17 podng fran Del B samt A delen, B= minst 13 podng fran Del B samt A delen,
C= minst 9 podng fran Del B samt A delen, D= minst 6 podng fran Del B samt A delen,
E= minst 11 podng fran Del A, Fz= minst 9 podng fran Del A.

Total mdjliga podng dr 37: Del A = 15p, Del B = 20, Del B + projekt = 22

Del A:

A1) Lit

3(1 — 22 x
K<x>={é<1 [

a) Visa att K,(z) := nK(nz) ir en positiv summationskarna (motivera ordentligt).

b) For varje deriverbar funktion f bestdm vérdet

1/n
lim K/ (z)f(x)dz.

A2) Lat f(x) = 23. Betrakta vektorrummet V = L2 (0,00) med vikten w(z) = e~*. Lat vidare Py
vara det delrum i V' som bestar av alla polynom av grad mindre eller lika med 2.

e Bestdm en orthonormal bas for Py i V.

e Bestdm projektionen av f(z) i Pa.

e Hur bestdms (minsta) avstandet mellan f och Py i rummet V' (ingen berdkning behovs, enbart
formel racker)?

A3) Lat g(t) = 1/(t2 + 1). Lat vidare f,(t) = f(t — a) for varje funktion f. Bestdm funktionen f da
f ges av relationen
faxga =49 *g

A4) Bestam alla l6sningar till Sturm-Liouville problemet

y'(t) + Ay(t) =
y(0) —y(1) =0
y(0)+y'(1

0, 0<t<l,

A5:a) Definiera begreppet tempererade distribution utifran kursboken.

A5:b) Visa att (z — a)?6! = 24,, for a € R.

(3p)



Del B:

B1:a) Utveckla funktionen f(t) =1 — |¢| for |¢| < 1 i Fourierserie med period 2.

B1:b) Anvind resultatet i uppgift (Bl:a) for att berdkna summorna
> i > i
(2n+1)2° (2n+1)4

B2) Bestdm en 16sning till Dirichlet problemet

Au=0 iD, u(z,y) =zt +yt+ 22+ 2> +1 pa dD,

dir D = {(z,y) : 2%+ y? < 1} &r enhetsskivan och 9D = {(z,y) : 2% + y* = 1} randen till skivan.

B3) Bestédm en l6sning till ekvationen

y' () +y/(t) — 2y(t) = 0"(t + 1).

B4a) Lat f(z) = log|z|. Det dr bekant att f &ar en distribution. Genom utrikning bestdm f’ i

distributionsmening.

B4b) Genom utrdkning bestdm f” i distributionsmening.
I bada fallen motivera ditt svar ordentilgt.

Lycka till

(5p)

(5p)



Losningsforslag SF'1629, 2012-12-11, 13.00-19.00

A1) Se uppgift 2 i tentamen: SF1629 Del 2, 2008-12-19.
De tre villkoren for positiva kérnor ar K, >0, [* K, =1, samt

lim K, =0, Vo > 0.

n—=o0 Ji<|s|<a
Berdkning ger att all tre villkoren ar uppfyllda darfor enligt definition ar den en kérna. Partiellinte-
gration och det faktum att K(£1/n) = 0 ger att integralen blir lika med

1/n 1/n 1/n
" k@ = - [ @@= - [ K@ @i o)

da K, ar en positiv kdrna.

A2) Se exempel 5.13 (sidan 128) i textbooken.
Enbasgesav Lo=1, L1 =1 —x, Ly = 1 — 22 + 22/2.
Projektionen ar p(z) = 6 — 18z + 9z2.

Minsta avstandet blir da

/ 2% — p(z)|e %da.
0

A3) Fouriertransformera

F(faxg-2) =F(g'*xg9) = F(f2)F(g-2)=F(d)F(9)

detta ger

(iwe 2 f) (ge*) =iwgs = fo=403 = F=g
Det sista steget foljer da vi kan dela med § bada leden eftersom g # 0. Nu f6ljer det av entydighetsatsen
att f =g. Svar f =1/(1+1t2).

A4) Vi tar 3 olika fall.
A = 0: ger l6singen y = at + b och med randvéardet far vi att a = 0. Dvs l6sningen ar en konstant.
A > 0: Sitt w = v/A > 0. Vi har da 16sningen y = a cos(wt) + bsin(wt). Insittning av randvirden ger

a = acos(w) + bsin(w), b = asin(w) — bcos(w)

som ger a +b = (a —b)cosw + (a+ b)sinw. Da a+ b =0 men (a —b) # 0 har vi att cosw = 0 dvs
w = /2 + kr for all heltal & > 0 (eftersom w > 0). Om a+ b # 0 men (a — b) = 0 far vi samma
resultat. Om bade a +b # 0 och (a — b) # 0 kan vi dela med a + b och fa 1 = Acosw + sinw dér
A= (a—0b)/(a+b). Viser att for varje val av w sadant att cosw # 0 kan vi vilja A = (1 —sinw)/ cosw
och da &r denna ekvation 16sbar. Detta ger oss att for all w # 7/2 + kx kan vi 16sa detta. Men vi sag
att &ven for w = m/2 4 k7 hade vi 16sning under valet a + b = 0 men (a — b) # 0 (ovan). Dérmed har
ekvationen 16sning for alla A > 0.

A < 0: Sitt w = —v/—X < 0. Och l6sningen ges da av y = ae*! + be™“!. Man kan med samma
metod som ovan komma fram till att A = a/b = e~ med valet b # 0. Dvs vi far dven i detta fall
16sningar for alla val av A < 0.

SVAR: For alla A € R har ekvationen en losning.

Ab5a) Se textboken.

A5b) Jamfor 6vning i textboken. Om vi séitter y = o — a s dndras ekvationen till y26” = 26’. Vi har
da
(y*6")(¢) = 6((y°¢)") = 6(2¢ + y(ngt uttryck)) = 2¢(0) + 0(ngt uttryck) = 26(¢)

eftersom 36 = 0. Dvs y26” = 26 i distributionsmening.



B1) Lat f(t) = 1 — |t| pa den givna intervallet och att den &r periodisk for 6vrigt. Vi har att
F-Serien(f) = ! : ((2 1)mt)
-Serien(f) = = + ) + .
erie 5 T 1) cos((2n 7r

For t = 0 &r serien konvergent och lika med funktionen i den punkten, eftersom f ar kontinuerlig och
har hoger och vanster derivator i ¢ = 0. Darfor

1 > 4 >
1= f(0)=; — = —.
1(0) 2—1_712:%(2n—i—1)27r2 ZQn—i—l 8

nO

Parsevals formel ger
2
a 1
% LS 1) = e

Vi ser att med valet < f,g >= % fil fg blir detta ett inreprodukt som ger att e ar komplett (Sats
5.8 i boken). Dérfor kan vi tillimpa Parseval for detta med F-koefficenterna som ovan (observera att
f ar en jamn funktion darfor ar b, = 0.) dvs

= _—_— =
a 2n+1 2/ f] Zf 2n+1)% 96
n,() n=0

inmt

o0

1+1
4 2

B2) Vi kan skriva om randviirden da 22 + y? = 1 pa randen

eyttt a1 = (P Hyh)? 222t ey 1 = 1222 et P 1 = 2227y oy ot
Pga linjéritet kan vi da 16sa ekvationen for olika randvirden 2, —2z2y%,zy3, samt z3. Den forsta
randvardet ¢ = 2 ar jo sjalv harmonisk i D, darfor valjer vi uy = 2. For de 6vriga randvarden gar
vi 6ver till polira koordinater: For —2z2y? far vi att —222y? = —2r* cos? tsin? ¢, med r = 1 och lite
trigonometri far vi detta till (cos4t — 1)/4. Dérfor en 16sning for detta randvillkor ges av

Yeosdt 1 1 , 1 1
= % - = Z(Rmz(w;”)‘l —1) = J(Real(a +iy)" —1) = Z(%‘l +yt —62%y* — 1).

Randvillkoret xy? blir costsin®t (da r = 1). Det kan skrivas om till (sin 2t — sin4t/2)/4. Dérfor en
16sning blir

Zsin2t  rtsindt 1 w1
! s;n ! s;n = Elmagin(rze%)—glmagin

ug = ( 4 4zt)

1
Imagm( 3y — —Imagin(z*)
4 8
som ger

1 1
ug = Sy — ny(wz —y?)

For randvillkoret 23 far vi cos®t = 3 cost/4 + cos 3t/4 som ger l6sningen

3 1 3 1 3 1
ug =7 cost + Zr?’ cos 3t = 1 + ZReal(zg) =4 + 1 (x(:c2 —y?) - 2xy2>

Summerar vi 16sningar far vi da

1 1 1 3 1
o 62202 — 1) o iy — & 2 92y, 9 1 2,2y _9p2)
u +4(ZE +y* — 62y )+2xy 4:Uy(x y)—|-41:+4(:n(x y°) my)

Inte ldtt att kolla svaret! Man kan prova med 4 enkla vérden pa cirkeln: (0,+i), (£1,0), och de
stammer.

B3) Fouriertransformera bada leden:

(iw)?g + iw) — 29 = (iw)?e™,

detta ger ;
I = wepmry(@)e?) o
1 L )((m)QeW) = L (Gw) + h(w)),

3




dar . )

1l —w’
Vi har da enligt tabell att g(t) = e!(1 — H(t)) och h(t) = e 2'H(t). Vidare giller det att

(iw)Qeiw

3

N . - 1
g=- (9(w) +h(w)) = =5 (F{g"(t + D}w) + F{"(t + D}w)),
sa inverstransformering, samt anvindning av

gt)=e(1—H(t)—d(t) = g"(t) = e'(1 - H(t)) — o(t) - &'(t)

och
W (t) = —2e2H(t) + 6(t) = h'(t) = 4e 2 H(t) — 25(t) + 0'(1),

ger slutligen
1 4
y(t) = —getﬂ(l —H(t+1))— ge—2<t+1>H(zt +1)+0(t+1).

B4a) Eftersom den ”vanliga” derivatan 1/ inte &r en distribution, sa kan vi INTE pasta att derivatan
av In |z| r 1/z. Vi bor anvénda oss av definitionen

(Infz])' () = —(In |z[)(¢) = —/@’(9«“) I fzz].

Partiellintegrationen leder ingenstans, eftersom 1/z inte ar integrerbar kring = 0. Vi anvénder oss
av foljande

/ 1 / — _ N =00 _ 1: r=—¢
(nfol) () =~ lmg | /() o] =~ hmy o) o [5=2° — Dy o) o [F25
. o(z) 1
| — = (PV.(- .
i) o T BV
Dvs din |z )
n|\xr
—— =PV.(-
dz <:1c)

i distributionsmening.

B4b) Se foreldsningsanteckningar.



