Matematiska Institutionen
KTH

Losning till tentamensskrivning pa kursen Diskret Matematik for F3 och Flspec,
5B1203, fredagen den 14 januari.

1. En faktorisering ger att n =77 =7-11s4 m = (7 — 1)(11 — 1) = 60. Dekrypteringsnycklen
d satisfierar
d-e=1 (mod 60).
Vi minns att 112 = 121 = 1 (mod 60) (eller si anvinder vi pa sedvanligt sitt Euklides
algoritm for att fa fram att) siledes d&r d = 11. Vi vet nu att D(2) = 2! (mod 77). D&
211 =28.922.2 D4 2% =256 = 3 - 77 + 25 far vi att

211 :28.22.257725.4.257746.
SVAR: 46.

2. Vi berdknar forst antal méjligheter da vi kan ténka oss att A och B ingar i samma komitee.

Det finns (132) = 121'}21'510 = 220 olika sétt att vélja ut pojkar och (2) = % = 28 olika sétt
att vélja ut flickorna i sa fall. Vart och ett av de 220 valen av pojkar kan kombineras med

vart och ett av de 28 valen av flickor. Sa vi far da 220 - 28 = 6160 olika mdgjligheter.

Vi beriiknar nu antal mojligheter da A och B ingéar i samma komitee. Vilj A och B. Aterstar
att vilja tva pojkar och en flicka. Antal méjligheter blir fér pojkarnas del (121) = 55 och for
flickornas del 7. Totalt under dessa omstandigheter 7 - 55 = 385. Sa vi har

SVAR: 6160 — 385 = 5775.

3. Vi gor substitutionen y; = x1, y2 = x2 — 2, y3 = x3 + 1 och y4 = x4. Antalet 16sningar till
givna ekvationen dr samma som antalet 16sningar till

i+ (e +2)+(ys—1)+ys <20, dvs y1+y2+ys+ys <19

som uppfyller y; > 0, yo > 0, y3 > 0 och x4 > 0. Vi infér en variabel y5 och far att antal
16sningar till ovanstaende dr samma som antalet 16sningar till

Y1 +y2 +y3 +ys+ys =19,

dér y; > 0 for i = 1,2,3,4,5. Detta antal ar, enligt vilkdnd formel,

SVAR: (V50,7) = (%)

4. Antag G ar bipartit. Vi visar att da far vi en motségelse.

Antag vi har = stycken noder i den ena delen V; av grafen och v — x i den andra delen V5.
Vi har alltsa inga kanter mellan noderna i nodméngden V; och inga kanter mellan noderna
i nodméngden V5. Totala antalet kanter blir da som mest nér vi har en kant fran varje nod
i V4 till varje nod i V4. Antal kanter i den bipartita grafen dr hogst z(v — x). Men

v

oo—2) < (3)°
eftersom v v v
(5) —z(v—z)=x —vx+(§) =(:C—§) >0

for alla virden pa . Antal kanter i en bipartit graf kan alltsé aldrig vara storre én (§)2.



5. Vi soker permutationer v, ¢ och 7 siddana att v3 = (123 4), ¢3 = (56) och 72 = (7)(8)(9).
D& permutationen (5 6) har ordning tva giller att om vi later ¢ = (5 6) sa har vi ¢ = (5 6).
Permutationerna (7 8 9) och (7 9 8) har bégge ordningarna tre sa med 74 = (7 8 9) och
7 = (7 9 8) s& har vi att 77 = (7)(8)(9) for bade i = 1 och i = 2. Vidare om vi later
73 = (7)(8)(9) sa giller ocksa givetvis att 75 = (7)(8)(9). Med v = (4 3 2 1) har vi en
permutation av ordning fyra v* = id och dirmed v3vy = id varur y~! = +? erhalles. Men vi
ser att v3 = (1 2 3 4). Eftersom cyklernma &r disjunkta giller nu att

(vemi)® = 7°¢’r = (123 4)(5 6)(7)(8)(9)

fér i = 1,2 och 3. Vi fann tre olika permutationer med den stkta egenskapen.

6. Givna ringen #r, i enlighet med t ex stencilen om kinesiska restsatsen, isomorf med den
direkta produkten Z7; x Zi3. Vi loser ekvationen i repektive ring:

I ringen Z; kan ekvationen skrivas (5z + 2)(2z + 3) = 0, dvs 32% — 2z — 1 = 0 och efter
multiplicering med 5, 2% + 4z + 2 = 0. En kvadratkomplettering ger (z + 2)? = 2. Detta ger
T+ 2 =23 dvs z = 3 eller 4.

I ringen Z;3 far vi ekvationen 62247246 = 0. Inverst element till 6 i ringen Z,3 #r elementet
11 och vi multiplicerar med detta, i syfte att forenkla, och far ekvationen 22 + 12z +1 =0
som efter en kvadratkomplettering &vergar i ekvationen (x +6)? = 9 som ju har lsningarna
x4+ 6 = £3. Sa vi har alltsa att © = —3 eller —9 dvs 10 eller 4.

Vi soker alltsa x som satisfierar £ =7 a och =13 b ddr a = 3 eller 4 och b = 10 eller 4. Vi
ansétter, i enlighet med ovan angivna stencil,

r=13A+7B+n-91

och far
13A=7a och 7B =13b

som ger —A =7 a eller A = —a respektive B =13 2b. Vi far saledes = 13(—a)+2b (mod 91)
dvs i ringen Zy; elementen i vart

SVAR: z = 72, 59, 60, 47.

7. a) Antag att G = Hy U Ho, diir H; # G f6r ¢ = 1,2. Da finns g € Hy \ Hs och h € Hy \ Hj.
Men elementet gh ¢ Hy och gh ¢ Hy ty om t ex gh € Hp skulle gh = g1 € H; och
dirmed h = g~'g; € H; vilket strider mot antagandet om h. Elementet gh tillhér gruppen
G eftersom G ar sluten med avseende pa operationen i G, men gh tillhoér varken Hy eller Hy
vilket strider mot antagandet att G &r unionen av H; och Ho.

b) Lat G = Z2 och Hy = {(0,0), (1,0)}, Hy = {(0,0), (1,0)} och Hj = {(0,0), (1,1)}.

8. Elementet x #ir primitivt i kroppen, eftersom riakningar ger att 22 =z + 3, 23 = 22 + 3z =
(x4+3)+3r=—-2+3, 2" = —2?+3r = —(v+3)+3r=22+2,25=3-2)? =4—a+2% =
A1 —a+(x+3)=222=20+22? = 22 +3x+4=—(v+3)+3x+4=20+1
och z'?2 = 22 = —1. Inga potenser 2% diir d delar antalet element i kroppens multiplikativa
grupp, blir lika med 1. Detta bevisar att elemente x &r primitivt.

Vi soker nu element z i kroppen sidana att z* = —1. Det finns fyra losningar till denna
ekvationen i kroppen F. Féljande potenser av z satisfierar denna ekvation: x3, 3 - 25,
23 (2%)2 och 22 - (29)3, detta eftersom (2%)* = 212 = —1 och ((2%)%)* = (#*)F = 1F =11

denna kropp. Emendan z &r primitivt i kroppen dr de fyra elementen &r olika och vi far
SVAR: 23, 2?2, 2! och z?!.



