KTH Matematik
B.Ek
Losningar tentamen 5B1204 Diskret matematik for D2, 31 mars 2005

TEORIDEL

1a) Den homogena ekvationen har karakteristisk ekvation 22 — 2r — 3 = 0, med lésningar
x = 3,—1, sa dess allménna l6sning ar a, = A-3" + B - (—1)", A, B godtyckliga. Léaggs
den till den givna partikularlosningen till den inhomogena ekvationen fas (nytt A) svaret:
Den s6kta allménna 16sningen dr a, =n-2"+ A-3" 4+ B - (—1)", A, B godtyckliga.
b) Se Biggs 15.2. c) Se Biggs 15.6,7.

2a) Se Biggs 17.2. b) Se Biggs 8.4.

3a) Se Biggs 5.2. b) Se Biggs 6.6.

c) Se Biggs 12.3. Olika kulor, olika lador, sa antalet ges av

multinomialtalet (, " ) = n!

ni,ma, nilnal---ng!

4a) f(n) = Zd‘ng( ), se Blggs 11.5 (omvandmngen till thm 11.5.2).

b) Nej. Om zy = z giller for alla heltal i, 5,k > 0 att 6°(z)6’(y) = 0%(z) (mod 9), dir
0(n) = n:s siffersumma. Men 0(2372819) = 32, 6%(2372819) = 0(32) = 5, 6(6192458) =
35, 62(6192458) = 0(35) = 8, 0(14694581999102) = 68, 63(14694581999102) = 62(68) = 5
och5-8=4%5 (mod 9). Se Biggs 13.1. (2372819 - 6192458 = 14693581999102.)

c) Eftersom 11, 13 och 15 &r parvis relativt prima ar alla 16sningar till systemet av formen
a+k-(11-13-15) = a+2145k. Eftersom 2718 &r en losning kan vi ta a = 573, sa 16sningarna
ar 573 + 2145k, k heltal. Se stencilen om kinesiska restsatsen.

5a) Se Biggs 20.8. b) Se Biggs 21.2,3. Om G ar andlig ar |Gz| - |G4| = |G].

c) Av de ndmnda ar R, C, Zy, Z3, Zs kroppar. Se Biggs 22.3.

PROBLEMDEL
6a) Om H multipliceras med de mottagna orden (som kolonnvektorer) fas
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femte kolonn. Fel har alltsa intraffat i fjarde, ingen och femte positionerna.
Svar De sanda orden var 100101, 010110 och 111100.
For att bestamma antalet kodord 16ser vi systemet Hx =

0
H = {?], dvs H:s fjarde kolonn, nollkolonnen och H':s
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entydigt. Det finns alltsa 23 kodord, sa svar: Koden innehaller 8 kodord.

(Namligen 000000, 011001, 101010, 110011, 111100, 100101, 010110, 001111.)

c) Vi soker antalet 16sningar 0 < z < 1146 till ekvationen 227! =z (mod 1147), dvs antalet
x € Ziiar med 22" = x. Eftersom 1147 = 31 - 37 och 31 och 37 &r relativt prima, &r
Z147 = Z31 X Zz7 och det sokta antalet dr antalet par (y,z) € Zs; x Zsy dir 7' =y och
22T = 2 (dvs y(y?™® — 1) = 0 och 2(22"° — 1) = 0).

Eftersom ¢(31) = 30 ar y?™° = (y30)° =1 for alla y # 01i Zsz; och y*>™! =y for alla y € Zs;.
#(37) = 36 och 2270 = (236)7218 = 218 4 15sningar till z-ekvationen ir dels 0, dels alla
16sningar till 2'® = 1 i Zs;. Eftersom Zs7 #r en éndlig kropp (37 #r ju ett primtal) dr
Zs7 \ {0} en cyklisk grupp med 36 element. Eftersom 18|36 finns precis 18 olika l6sningar
till 2'® =1 (Biggs 20.9). Antalet z € Zs; med z(227° — 1) = 0 &r alltsa 1+ 18 = 19.

Det sokta antalet par ar da 31 - 19 = 589, svar: 589 st = krypteras som sig sjilva.

7a) Antalet sitt att fordela museidagarna = antalet injektioner (olika dagar for olika museer)
frén en 13-méngd (museerna) till en 34-méngd (lovdagarna) = (34)13 = 34-33- ... .22 = 34

(Alternativt: Museidagarna kan viljas pa ( ) sétt och for varje val kan museernas ordning
véaljas pa 13! satt, totalt alltsa (34) 13! = f’,‘i'g,li’) = 3‘11: satt.)

Svar: Antalet tillatna férdelningar ar 21'( 5778574175582208000).

b) Da det aldrig skall vara tva museidagar i rad, kan man betrakta de 34 — 13 =
museifria dagarna som ”véiggar” och placera museidagarna med hogst en i vart och ett av de
22 7facken” mellan dem. Det kan goras pa (injektion 13 mingd till 22-méngd) (22);3 = 2!

9l
satt. Svar: Antalet tillditna férdelningar ar 2 5 2! (= 3097444686336000).



7¢) Den givna permutationen « ér i cykelnotation (174)(2593)(68), s& a1 ér (147)(2395)(68).
aff = Ba~t betyder att a = Ba~tB7L, dvs (174)(2593)(68) skall vara samma permutation
som (3(1)B(4)5(7)) (8(2)3(3)3(9)5(5)) (8(6)3(8)). B maste tydligen ta 3-cykeln till 3-cykeln
etc. B(1) kan vara 1, 7 eller 4. Da det valts dr vérdena f6r 5(4) och 5(7) bestdmda. P.s.s.
kan virdena for (t.ex.) B(2) och 5(6) viljas bland 2, 5, 9, 3 respektive 6, 8. Da blir &vriga
bestdmda och totala antalet mojligheter &r 3 -4 -2 = 24. Svar: 24 stycken.

8a) Eftersom 31 =13 5 ér 312 =13 25 =;3 —1 och 31* =3 (—1)? = 1. Vidare &r
32 =4 1, sa 3%209° = (32)10023 =, 3, dvs 32005 = 4k + 3 for ndgot k € N. Saledes &r
313 = (311)F313 =13 312 =13 5% =13 —5 =13 8. Svar: Resten blir 8.

b) Eftersom 19 #r ett primtal giller n'® =19 n, dvs n'% = 19k +n for ndgot k € Z. P.s.s. ir
n'3 = 13+ n for nagot £ € Z. Insatt far vi 13n'® + 1903 + 215n = 13(19k +n) + 19(13¢ +
n) +215n =13 -19(k + ) + (13 + 19 + 215)n = 247(k + £+ n). Saken &r klar.

c) Fall 1: n = p", en potens av ett primtal p, 7 > 0. Alla delare till n #r da 1,p,p?,...,p",
sa [[g,d=1-p- p? e pt = pOHIEEEtr < pw. Saledes [],,, d = n? = p?" omm
w:%dvsommrzoellerr:?), dvs n = 1 eller n = p3.

Fall 2: n &r delbart med tva olika primtal p, q. Da &r n = pgm, nagot m € N, och n har (de
olika) delarna pm, gm, pgm, sa Hd|n d > pm-gm-pgm = p?¢*m>® =n?-m. Om Hd‘n d = n?
maste alltsi m = 1 och n = pg. A andra sidan, om n = pq, p,q olika primtal, ar alla n:s
delare 1,p,q,pq och [[;,d=1-p-q-pg= p?¢®> =n?.  Saken ir klar.

9a) i) 0,2,3,3,4,4,5 : omd&jligt, ty summan av valenserna skall

vara 2 ganger antalet kanter, ett jamnt tal.

i) 2,3,3,3,3,3,3 : mojligt, se figuren till hoger.

iil) 2,2,3,5,5,5,6 : omdjligt, ty de tre forsta hornen kan ha hogst

7 kanter till de sista fyra, men dessa maste ha minst 9 kanter till

de forsta tre (minst 2,2,2,3 "utat”).

b) Kalla grafen G = (V,E). Lat vi,va,...,v, vara en stig av maximal lingd i G (en
sadan finns eftersom det finns stigar (t.ex. u,v om {u,v} € E) och deras lingd inte kan
overskrida |V). Eftersom vy har valens minst 2 finns en kant fran vy, till ett horn v # vg_;.
u maste vara v; for nagot i = 1,2,...,k — 2, annars skulle stigen kunna utvidgas. Da &r
Vi, Vit1,- .-,V €n cykel i G, saken ar klar.

(Alternativt, lat G sakna cykler. Da &r varje komponent (V' E') ett trdd med |E'| = |[V'|—1.
Men 2|E'| =37 .y 6(v) > 2|V'|, motségelse.)

c¢) Lat antalet kanter vara e, antalet hérn med valens 5 2 och antalet ytor med 4 kanter y. Da
giller 2e = >~ 0(v;) = 313+ 5z = 39 + 5z och motsvarande for ytorna, 2e = 6 + 4y. Eulers
polyederformel (grafen &r ju plan och sammanhéngande) ger v—e+r = 13+x—e+y+1 = 2.

34 45196 - %6 = :g9 Losning av ekvationssystemet ger x = 3, y = 12 (och e = 27).
xy+ y < e = —12  Svar: 3 horn har valens 5 och 12 ytor har 4 kanter.

10a) Vi anvinder Euklides algoritm. Polynomdivision (i Zs[x]) ger

p(x) = 2®+423 42224+ 30+3 = (v+1) (vt +423 +422 + 2+ 2) + 23+ 22241 = (z+1)q(x)+s(x),
gr)=a* +42° + 422 + 2+ 2 = (2 +2) (23 + 222 + 1) = (2 + 2)s(x), sa r(z) = s(x).
Svar: Stérsta gemensamma delaren r(z) = 2° + 222 + 1.

b) g(z) = 2% + 1 &r irreducibelt, ty om det vore reducibelt skulle det ha en linjir faktor och
dérmed ett nollstélle i Zs, men g(0) = 1,¢(1) = g(2) = 2.

Lat F = {0,1,2,z,2 + 1,2 + 2,2z,2x + 1,2z + 2} vara motsvarande kropp. I F géller
22 =22 +14+2 =223 = 222 = 22,2 = 23z = 222 = 2-2 = 1, s& = &r inte ett
primitivt element i F. Eftersom F\ {0} har 8 = 2% element, har vart och ett av dess element
multiplikativ ordning 1,2,4 eller 8. Elementen f = x,2,2z,1 uppfyller f* = 1, vilken har
exakt 4 16sningar. Ovriga nollskilda element i F' har alltsa ordning 8 och &r ddrmed primitiva
element, t.ex. svar: x + 1 ar ett primitivt element.

c¢) Vi anvénder Burnsides lemma (Thm 21.4 i Biggs).

Prismats grupp av symmetrirotationer har 6 element (|G| = 1,|Gxz| = 6 for alla horn z):
Identitetselementet (bevarar alla konfigurationer, |F(id)| = k°), tva rotationer +2F kring
axeln genom de triangulira ytornas mittpunkter (bevarar konfigurationer med samma firg
pa alla kvadraterna, |F(g)| = k%) och tre rotationer 7 kring axlar genom mittpunkten av en
kvadrat och motstaende kant (bevarar konfigurationer med trianglarna likfargade, liksom
de tva andra kvadraterna, |F(g)| = k3).

Lemmat ger antalet vésentligt olika fargningar, ﬁ > gec [F(9)], dvs svar: +(k® + 5k3).
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