KTH Matematik
B.Ek

Tentamen i 5B1204, DISKRET MATEMATIK for D
Torsdagen den 31 mars 2005

Skrivtid: 14.00 — 19.00
Examinator: Bengt Ek, tel 7906951.
Inga hjalpmedel tillatna, inte ens raknedosa.

Betygsgranser (preliminédra): 25 podng ger betyg 3, 33 podng ger betyg 4 och 42
poang ger betyg 5.
Slutbetyget pa kursen bestams av betyget pa skrivningen och betyget pa uppsatsen.

TEORIDEL

Den som vt 2005 blivit godkdnd pa lappskrivning nr i far automatiskt 4 poéng pa
uppgift nr i (i=1,2,3,4,5) och skall inte gora den uppgiften.
Ange pa skrivningsomslaget vilka lappskrivningar du klarat.

la) (1p) Talf6ljden a,, = n-2" +2-3™ ar en 16sning till den linjéra rekursions-
ekvationen a, 1o = 2a,11 + 3a, + (4 — 3n)2" (behdver inte visas). Ange den
allmanna 16sningen till ekvationen.

b) (1p) Vad menas med en isomorfi mellan tva grafer?

c) (2p) Vad menas med en hérnfargning (eng. vertex colouring) av en graf
G = (V,E)? Beskriv en girig algoritm (eng. greedy algorithm) for att
hornfarga en given graf med fa farger.

2a) (2p) Vad menas med en kantfargning (eng. edge colouring) av en graf?
Vad &ar det minimala antalet farger i en kantfargning av en bipartit graf?

b) (2p) Vad menas med en storsta gemensam delare (eng. greatest common
divisor) till heltalen x, y? Beskriv kortfattat en algoritm for att finna en sadan.

3a) (1p) Vad menas med att funktionen f: X — Y é&r en injektion?

b) (1p) Vad menas med att en méngd S adr uppraknelig (eng. countable)?
c) (2p) Pa hur manga sitt kan n olika kulor fordelas i k olika lador, med n;
kulor ilada i, ), n; = n? (Svaret far innehalla fakulteter och de fyra raknesitten.)

4a) (1p) Forn € Nar g(n) = >_,,, u(d) (%), dér p &r mobiusfunktionen. Vad
ar f(n), uttryckt i g:s varden?

b) (1p) Ar 2372819 - 6192458 = 14694581999102? Motivera ditt svar!

c) (2p) Ekvationssystemet x =17 1, = =13 1, x =35 3 har 10sningen = = 2718.
Finn alla (heltals-)lésningar.

5a) (1p) Om H é&r en delgrupp (eng. subgroup) till gruppen G, vad menas
med en hogersidoklass (eng. right coset) till H i G7
b) (2p) Lat gruppen G verka pa méngden X och z € X. Vad menas med
banan (eng. orbit) och stabilisatorn (eng. stabilizer) for  under G:s verkan?
Vilket samband rader mellan dessas storlek och G:s ordning om G ar andlig?
c) (1p) Ange for var och en av foljande om den ar en kropp (eng. field):
N, Z, R, C, Zs, Z3, Z4, Zs, Z19. (Vara vanliga beteckningar.)

Vand!



PROBLEMDEL

For att ge full podng maste 16sningarna vara ordentligt motiverade.

6a) (2p) En linjar, bindr kod ges av kontrollmatrisen (eng. check matrix)

(1) (1) (1) (1] 8 1 Vilka ord har sénts om (100001), (010110) och
H = 1001 1 0l (111110) har mottagits och hogst ett fel har upp-
b) (2p) Hur manga olika ord innehaller koden i a)?

c) (2p) For RSA-kryptering vill man ta n = 1147, e = 271 som offentlig nyckel.
Hur manga meddelanden krypteras da som sig sjalva, dvs for hur manga heltal
x, 0 <z <1146, giller E(z) = «? [1147 = 31 - 37].

7a) (2p) Under ett 34 dagar langt skollov skall 13 olika museer bestkas. Varje
museum agnas precis en dag. Pa hur manga sitt kan bestken fordelas?

b) (2p) Hur manga sétt dr mojliga om man aldrig har tva museidagar i rad?
c) (2p) Permutationen o € Sy ges av (1) = 7,a(2) = 5,a(3) = 2,a(4) =
La(d) =9,a(6) =8,a(7) =4,a(8) = 6,a(9) = 3.

Hur manga 3 € Sy uppfyller a3 = fa~1?

[Svaren far innehalla fakulteter, potenser och de fyra réknesétten.]

8a) (2p) Vad blir resten da 313" (dvs 3163™"))divideras med 137

b) (2p) Visa att for alla heltal n ar 13n' + 19n!3 + 215n delbart med 247.
c) (2p) Visa att n € N uppfyller Hd|n d = n? om och endast om n ar 1, p? eller
pq, for olika primtal p,q. (] 4 @ &r produkten av alla positiva delare till n.)

9a) (2p) Avgor (med motivering) i vart och ett av fallen i), ii) och iii) om det
finns nagon graf med sju hérn med valenser:

i) 0,2,3,3,4,4,5, ii) 2,3,3,3,3,3,3, iii) 2,2,3,5,5,5,6.

(Liksom i kursboken betraktar vi bara grafer utan loopar och multipla kanter.)

b) (2p) Visa att en (dndlig) graf dar varje horn har valens (eng. degree) minst
2 innehaller en cykel.

c) (2p) I en sammanhéngande plan graf har alla horn valens (eng. degree) 3
eller 5 och alla ytor utom ytan "utanfor” grafen har 4 kanter. Hur manga horn
har valens 5 och hur manga ytor med 4 kanter finns det, om 13 av hérnen har
valens 3 och den ”yttre” ytan har 6 kanter?

10a) (2p) Bestdm den monadiska (dvs hogstagradskoefficienten = 1) stérsta
gemensamma delaren (eng. greatest common divisor) r(z) till polynomen
p(r) = 2° + 423 4 222 + 3x + 3 och q(z) = 2* + 423 + 42 + v + 2 1 Zs[z].

b) (2p) Visa att g(z) = x? + 1 &r irreducibelt i Zs[z] och finn ett primitivt
element i den dndliga kropp som kan konstrueras med Zs[x] och g(z).

c) (2p) Var och en av de fem sidoytorna (tva liksidiga trianglar och tre
kvadrater) pa en kloss i form av ett triangulért prisma skall ges en av k farger.
Hur manga vésentligt olika (dvs sa att de inte blir lika hur man &n vrider dem
i rummet) fargningar finns det?

Lycka till!

Losningar laggs ut pa kurssidan efter skrivningens slut.
Dar meddelas ocksa nér tentan och uppsatsen ar rattade.



